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AVVERTIMENTO. 


V 


Dopo di aver pubblicata la parte elemen- 
tare della Geometria , mi sono veduto nell' ob- 
bligo di acconsentire alle dimande che mi sono 
state fatte da diverse Scuole , le quali hanno 
adottato un tal Corso , di pubblicare la Trigo- 
nometria Sferica, ch’era loro indispensabile d’in- 
segnare . Questo piccolo , e special ramo di 
scienze Matematiche aveva ancor bisogno di 
esser ridotto in una convenevol forma elemen- 
tare , affinchè i giovani i quali debbono appren- 
derla dopo gli Elementi di Euclide , non re- 
stassero ad un tempo sopraffatti, dall’ usar me- 
todi approssimanti , e dal non stretto x’igor 
geometrico nel nesso delle proposizioni , e nella 
maniera di dimostrarle . Con quanta ragione 
ciò dica , potrà rilevarsi dal vedere general- 
mente dimostrata , e da accorti Geometri , la 
teoria dell’ uguaglianza de’ triangoli sferici , ed 
alcune altre proprietà di essi , che da tal teoria 
derivansi, cogli stessi principi che quella de’ tri- 
angoli rettilinei ; quando che questi , esistendo 
in un piano , possonsi sempre ridurre ad esser 
similmente disposti ; il che non può avvenir 
nc’ primi . Inoltre i principi per la loro riso- 
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luzionc erano in generale vaghi , e soggetti 
nell 5 applicarsi , ad indurre talvolta iu equivoco 
anche coloro, che sono sommamente versati in 
tal genere di ricerche . Ad evitar quest’ altro 
inconveniente , il sommo Eulero , che non obhliò 
mai in mezzo a tante sue sublimi investiga- 
zioni , che il principal merito de’ lavori di un 
Geometra consiste in facilitar 1 ’ intelligenza 
dello scienze Matematiche , occupatosi della Tri- 
gonometria Sferica in una Memoria inserita ne- 
gli Atti dell’Accademia di Pietroburgo per 
l’anno 1783 , stabili un principio , dal quale 
ne dedusse le principali condizioni della riso- • 
luzionc de 5 triangoli sferici . Questo mezzo dall’ 
Eulero adoperato , per mettere uniformità in 
Una tuie scienza, è stato da me prescelto; cd 
in tal modo l 5 intera Trigonometria Sferica 
viene ad esser compresa in tre Teoremi faci- 
lissimi a ritenersi , non che a dimostrarsi . Ma 
i libri elementari , siccome da una parte non 
debbono essere sì minuti da opprimere l’ inten- 
dimento de’ giovani , che gli studiano ; così 
dall’ altra non convicn clic siano sì brevi da 
tralasciare qualunque sviluppo si possa loro 
dare de’ metodi , o delle teorie generali . Quin- 
di non credo di aver agito fuor di proposito 
aggiungnendo a’ Teoremi de’ quali poc anzi 
parlava alcune semplificazioni , delle quali es- 
si sono suscettibili pe’ triangoli sferici ìct- 
ta paoli ; 0 nell 5 aver trattato di alcuni altii tri- 
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angoli sferici , che possono ricevere delle spe- 
ciali soluzioni . Or qualunque merito di sem- 
plicità , c di rigore possano avere le forinole 
trigonometriche vai nulla , allorché non si tro- 
vati capaci a facilmente adattatasi il calcolo 
logaritmico , del quale si fa uso nella risolu- 
zione de’ triangoli ; e questa verità , (he non 
poteva certamente sfuggire all' Eulero , gii 
fece soggiugnere alle forinole da lui rinve- 
nute un acconcia riduzione , perchè facile se 
ne rendesse la poc’ anzi della applicazione . In- 
tanto queste riduzioni Euleriane riconduc.cvano 
le sue formolo a quelle regole , clic con gran 
maestria espose la prima volta il N opero nel 
suo dottissimo libro Logài ilmorum Ccinonis 
descriptio ; od io ho voluto in questa parte 
seguir l’esempio del Geometra Scozzese , co- 
me può vedersi alla fine della mia Trigono- 
metria Sferica . 


E poiché non era possibile il dare un 
confpiuto Trattato di Trigonometria Sferica, sen- 
za far lo stesso della Trigonometria Rettilinea , 
ho perciò dovuto occuparmi di questa un poco 
più di quel che non si era fatto , allorché Rag- 
giunsi in fine al secondo volume della prima 
edizione del Corso . 

Per non lasciar senza applicazione le duo 
Trigonometrie, aveva stabilito di unirvi un bre- 
ve Trattato di Geodesia, ed una Raccolta di 
pochi , ma importanti^ Problemi di Geogra- 
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vili AVVERTIMENTO, 
fìa Matematica , di Astronomia , e di Naviga- 
zione , e qualche cosa aveva già preparata di 
questo lavoro , die sono stato obbligato a so» 
spender per ora ; poiché le mie non lievi oc- 
cupazioni d'obbligo, mi lasciano ben poco tem- 
ilo da impiegare in altre cose . 


ERRATA. 

Pag. i 4 , linea 9, delle grandezze, leggasi grandezze 
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g. 77 lin. il 
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sono adiacenti 

lo comprendono 

ualche 

Tavola, 

nella fig. i 3 bisogna prolunga- 


re la retta Ke finché incontri la circonferenza 
Ahi! in E , e porre intorno alla circonferenza 
A 15 K. la lettera C . E nella fig. i/J bisogna segna- 
le* rim A , D due punti nella circonferenza del 
cerchio inferiore . 
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PREFAZIONE. 


T , 

ogni triangolo, oltre allo spazio die vi si con. 
tiene , vi son pure , come 1’ è noto , tre lati , c 
tre angoli : e queste sei grandezze lian tal nesso 
fra di loro , clic date Ite di esse , se pur queste 
non sieno i soli angoli della figura , si possono le 
altre tre geometricamente , ed in faeil modo rile- 
vare , come si ha dagli Elementi di Euclide . Ma 
non è cosi di loro , quando con valori aritmetici 
le une si propongano , e nella stessa divisa le al- 
tre vi si chieggan da esse . Imperciocché essendo 
trascendente il rapporto de’ Iati di un triangolo 
agli angoli , eli’ essi sottendono , ninna regola per 
1’ indagine suddetta può mai sperarsi . Ma la ri- 
soluzione del triangolo , iti che consiste cotcsta 
special ricerca , è la base delle scienze geodetiche^ 
ed astronomiche , ed ella nelle matematiche si pu- 
re , che miste ancor s’impiega lodevolmente. Qual 
ripiego dunque n’ escogitarono a tal uopo i Geo- 
metri antichi, o quale ne hanno supplito i mo- 
derni. ? 

Essi adottano certe funzioni dell' angolo , clic 
sogllon dirsi linee trigonali trio he . Dipoi propon- 
gono una tavola di corrispondenza tra' valuti de- 
gli angoli , e qu. Ili delle loia fnnzàr.i . E filial- 
mente prescrivono certi tappo/ ti di esse funzioni, 
a' luti di un triangolo , onde da quelli in faeil 
molo la risoluzione della detta figura si ritragga . 
Dunque le parli essenziali di questa scienza non 
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Prefazione. 
son elio due , cioè quella fissazione ili Valori cor- 
rispondenti ; e regole dell’ effettiva risoluzione 
del triangolo . La prima , che suol chiamarsi Ca- 
v none trigonometrico , si eseguiva dagli antichi con 
i operazioni aritmetiche a certe grandezze geome- 
% triche «applicale : ed ora quei valori aritmetici da 
alcune analitiche espressioni si rilevano . E si gli 
uni , che gli altri risultali non sono, che appros- 
simanti . 

Intanto è da dolersi, clic la più parte de’ Tri- 
gonomelri non abbiano curato di avvertir queste 
cose a" giovani tli , non senza loro nocumento . 
Imperocché nella parte elementare elella Geome- 
tria , e nella sublime non si contemplano , clic le 
sole geometriche grandezze ; e con metodi esalti 
e rigorosi tutto vicn quivi rilevato, proposto, e 
dimostrato . Laddove nella Trigonometria riuven- 
gonsi certe grandezze continue in valori aritmeti- 
ci , e co’ melodi approssimanti risolvonsi i pro- 
blemi . Ed i giovani passali di volo dall’un me- 
todo all' altro , e da questo a quello ne ripiega- 
no , ora contemplando le grandezze continue nel- 
la lor natura , ed ora sotto mentila forma di di- 
screte ; e spesso non v* c chi di quel divario gli 
avverta . Era dunque necessario, non solo per ra- 
gion di scienza 5 ma per ul ile de’ giovani , pre- 
metter queste nozioni agli Elementi di Trigono- 
metria , die qui imprendo a divisare brevemente , 
e con chiarezza , 
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E L E M I 

TRIGONOME 

■ „ , ra^o« 

DEFINIZIONI , E NOZI 

i. Defi. I valori numerici de’ Iati , e degli an- 
goli di un triangolo si possono chiamare parti di 
esso. E ciò secondo la frase de' Geometri antichi. 

2 . Def. li. Risolvere un triangolo è il rinvenir 
tre dello sei pai'li del triangolo dalle altre Ire , 
che sicn date 5 se pur queste non sicno i soli tre 
angoli della figura . 

3. Cor. Quando sien dati i tre soli angoli della 
figura , non vi si potran da essi investigare i va- 
lori de’ lati $ ma si hene la di loro proporzione . 
Imperocché ella è in tal caso data di sola specie , 
e può averne infinite , che le sieno equiangole . 

4. Def. ni. Trigonometria Piana , o Rettili- 
nea è una scienza , che propone le regole per ri- 
solvere un triangolo . 

5. Scol. Le regole dell’anzidelta risoluzione non 
intercedono tra i lati , e tra gli angoli del trian- 
golo . Imperocché il rapporto di quelle grandezze 
a queste é trascendente, e tal sarebbe altresì ogni 
operazione , che tra esse si prescriverebbe a que- 
st' uopo . Quindi é , che i tre lati di un triango- 
lo , ed i tre angoli di esso , che son le sei parli 
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di lai figura , noti solamente differiscono gli uni 
dagli altri nella natura ; ma i rapporti loro soti 
puranclie trascendenti . E qnul mezzo ne Itati te- 
nuto i Geometri per la suddetta risoluzione? Ec- 
colo . 

Qui soglionsi adottare certe rette , die dico usi 
linea trigonometriche , funzioni, degli angoli , o 
grandezze vicarie di essi . Se ne descrive la lor 
natura , il ino lo il 1 indagarle , e la loro corrispon- 
denza agli angoli rispettivamente. Di poi le rego- 
le della riferita risoluzione propongonsi tra’ lati 
del triangolo , e tra le linee trigonometriche sud- 
dette . E nella prima , e nella seconda parte di 
questa teoria mostrerò chiaramente si 1’ uno , che 
1' altro di questi due nobilissimi arlifizj . Prima 
<1 ogn’ altro però è necessario che qualche cosa si 
dica . * 

DELLA MISURA DEGLI ANGOLI, E DELLA 
DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA. 

G. Siccome gli angoli posti al «entro di un cer- 
chio serbatisi la stessa ragione , che gli archi da’ 
quali sono sottesi (33. \ 1.) ; si posson perciò que- 
sti prender Lenissimo por misura di quelli . Quin- 
di per ridurre si gli angoli , che gli archi a gran- 
dezze discrete , il che molto interessa gli usi tri- 
gonometrici , e le operazioni di Geodesia , i Geo- 
metri hanno supposto che il cerchio sia diviso in 
un determinato numero di parti . E siccome per 
la costrizione del canone trigonometrico , del 
quale or ora parleremo , era anche mollo impor- 
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DI T RIDONO METBIA. 5 

tante, die tal numero di parli in cui si suppone 
divisa la circonferenza ammettesse un gran nume- 
ro di divisori esatti ; perciò essi scelsero il òGo. 
Ciascuna di tali parti , che si chiama guido , la 
supposero poi divisa in 60 altre parli , chiamate 
minuti primi : e così ciascun minuto primo lo sud- 
divisero in 60 secondi , ciascun secondo in Co 
terzi ec. 

Ad indicare i gradi , i tumuli primi , i secon- 
di , ec. sogliono i Trigonometrici servirsi del ° , 
* , " nel modo seguente 5 cosi per esprimere un 
arco , o un angolo di 55 gradi , minuti primi, 
c 4 \ secondi , scrivono 55° a3' 44* • 

L’ indicata divisione del cerchio ha servito lun- 
go tempo , e vantaggiosamente tutti coloro , clic 
hanno dovuto avvalersi della Trigonometria per 
applicarla alla Geodesia , all’ Astronomia , ed alla 
Navigazione , uè alcun inconveniente osservatasi 
nel maneggio delle ordinarie Tavole de' seni . In- 
tanto uno spirito di novità lia fatto ultimamente 
cambiare questa divisione della circonferenza in 
un’altra decimale, che da circa un secolo era sta- 
ta progettata dal Keill ; vale a dire si è divisa la 
circonferenza in 4 °° porti , c poi ciascuua di que- 
ste , clic si è anche chiamata grado , si è succes- 
sivamente divisa in 100 minuti primi , secondi , ec. 
e con questa nuova divisione si sono anche co- 
struite dal Sig. Borda delle Tavole de’ seni ; e 
delle altre anche più estese ne ha poi fatte esegui- 
re il Sig. Prony; ma che per la loro estrema lun- 
ghezza non si sono pubblicate . Or siccome quesìn 
nuova divisione, oltre al on aver alcun vantaggio 
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deciso sull’ antica , offre di più il grande incon- 
veniente di doversi continuamente ridurre «pie’ cal- 
coli in cui si è fatto uso dell' antica divisione , e 
de’ quali conviene avvalersi qualche volta ; perciò 
•essa non è stala generalmente adottata: e noi pen- 
siamo con molti dotti Trigonometri moderni} non 
escluso il Gagnoli, che \alga meglio* servirsi dell’ 
antica . 

Per completare la misura degli angoli per gli 
archi di cerchio, stabiliremo i seguenti due Teo- 
acmi . 

PROPOSIZIONE I. 

teorema. 

• 7 . Tutti gli archi di cerchio descritti tra i lati 

di un angolo , preso per centro il suo vertice , con- 
tengono lo stesso numero di gradi e minuti . 

Sia T angolo BCR (Jig.i), e tra i suoi lati vi sicno 
descritti co’ raggi CB , C h , e col medesimo cen-, 
tro C gli archi circolari BB , br , e di più sien 
completati i quadranti BAC , baC ; starà P an- 
golo BCR all’ angolo BCA , come 1’ arco BR all’ 
altro BA ( 33. VI. ). E similmente l’angolo bCr 
sta all’ altro bCa , come 1 ’ arco br all’ arco ba . 
Ma 1' angolo BCR sta all’ altro BCA , come 1’ an- 
golo Z>Cr all’ altro bCa : dunque sarà pure 1’ arco 
BR all’ arco BA, come 1’ arco br all’ arco ba) cioè 
il numero de’ gradi e minuti di BR starà a go° , 
come il numero de’ gradi e minuti di br a go° . 
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Laonde gli archi BR , br dovranno essere dello 
stesso numero di gradi e minuti . C. B. D. 

8 . Cor. Da ciò si vede che qualunque sia il rag- 
gio di un cerchio , non si cambia inai quel nu- 
mero, eh’ esprime il valore di un angolo , eh' è al 
centro di questo . 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

9 . Due angoli disuguali posti a ’ centri di due 
disuguali cerchi , sono tra loro in ragion composta 
da quella degli archi che li sottendono , e dall' in- 
versa de ’ raggi de' cerchi . 

Sieno i due angoli BCS, bCr (Jig.'ì) posti a’ centri 
di due cerchi, che abbiano disuguali i raggi CB, C b y 
e che si suppongano descritti intorno al comune 
centro C . È manifesto che l'angolo BCS stia all* 
altro BCR, come 1' arco BS all’arco BR ( 33. VI.), 
Ma è poi BS a BR in ragion composta di BS : br, 
e di br a BR ( d.A.V. ) , ossia di BS a br , e di 
C b a CB . Dunque starà pure l’angolo BCS all’ 
altro BCR , cioè a Z>Cr , in ragion composta dalla 
ragion degli archi BS , br che gli -sottendono , e 
dalla reciproca de’ raggi Cb , CB di que’ cerchi 
intorno a cui centri essi sono posti . C.B.D. 
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P A R T E I. 

DELLA N ATUBA , FD INDAGINE DELLE 
LINEE TRIGONOMETRICHE . 

io. Def. xv. Complemento di un arco è la diffe- 
renza dì esso dal quadrante . 

E supplemento di un areo è la differenza di es- 
so dalla semicirconferenza . 

Così 1’ ax*co di 3o° tien per complemento quel- 
lo di 6o°, e ’l complemento di 6o° è 1’ arco di 
3o°. 

E 1' ai’co di i5o° è il supplemento di quello 
di 3o°. 

ix. Def.\. Seno d' un arco è la perpendicolare, 
clic si abbassa da un suo estremo sul raggio , die 
passi per 1’ altro estx’emo . Qxxesto seno suol dir- 
si seno retto , o seno primo . 

12 . Cor. Il seno d’ un arco è lo stesso di quello 
del di lui supplemento . 

13. De/. Vi. Tangente di' un arco c quella retta, 
rbe il tocca in un suo estremo , e si distende 
insino al raggio prodottovi per 1’ altro esli'emo . 

x4. Def tu. E tal raggio prodotto insino alla 
tangente di un arco , si dirà di lui segante . 

i5. Def. vni. Il coseno di un arco è il seno del 
di lui complemento . La cotangente di un arco è 
la tangente del di lui complemento. E si dirà ca~ 
segante di un arco la segante del complemento di 
£SSO • 
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ìG. Dcf. i\. Il senoverso di un arco è la diffe- 
renza del raggio dal coseno di esso . 

1 y. Scoi. Cosi per illustrare le precedenti defini- 
zioni, ad un punto qualunque M (fìg- 3) del quadrante 
.A AID si conduca il raggio CAI, che si produca verso 
T. Ed abbassate dal dello punto le perpendicolari 
MP , ed MQ su i raggi AG , CI) ; si tirino agli 
estremi A , e I) del quadrante le tangenti AT , 
1)S , che inconlrino in T , ed S il raggio CAI . 

Sarà AIP il seno dell'arco MA ; AT nc sarà li 
tangente ; c CT la segante . Inoltre le rette AIO , 
I)S , ( S si diran coseno , cotangente , c cosegan-’ 
te del detto arco AA1 rispettivamente; poiché tali 
rette sono il seno , la tangente , e la segante dell' 
arco AID, eli’ è il complemento di AM . E final- 
mente la PA sarà il senoverso del proposto arco 
AA1. E queste lince trigonometriche , che i Geo- 
metri hanno adottale ' per la risoluzione de’ trian- 
goli , come più giù faremo vedere , hanno il se- 
guente nesso fra loro . 

Per la similitudine de’ triangoli TAC, MPC sta 
AT ad AC, come AIP a PC, cioè la tangente dell ’ 
arco AM al raggio , come il 'seno de 7 lo stesso arco 
al suo coseno . Ed essendo parimente CT a CA , 
/io in e CAI a CP ; starà la segante di un arco ai 
raggio , come il raggio al coseno . Finalmente per 
la somiglianza de’ triangoli CAT , CDS , dee sta- 
ile TA ad AC., come C.D a J)S , cioè il raggio 
dee esser medio proporzionale tra la tangente , e 
la cotangente di un arco . 

Laonde indicando per (f> un qualunque arco , si 
avrà , traducatelo in linguaggio algebrico le tre 
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proporzioni quassù indicale , e poi prendendo i 
valori di tang.<p , seg.<f>,cc. , e dinotando per II 

11 raggio 

E.sen.^> , E 2 


tang.f — 


cot.p — 


segip — 

cos.ip 

E 2 fi cos.<f> 

■R.scn.ip ; 


cos .<p 


tang.<f> 

il che dinota che la cotangente di un arco sia in 
versamento come la tangente dcl'o stesso fi — t 

18. Scol. 2. Siccome la grandezza di un angolo 
.non può eccedere i i8o° ; perciò i limili delle li- 


ne? trigonometriche sono 
fìssali a o° , e i8o° . 
minorando a 
del semicerchio 


stati da’ Trigouometri 
Or è egli chiaro , che co- 
contar gli archi dall’ estremo A 
ADB , e verso I' altro estremo 


B , un arco o° debba avere per seno, per tangen- 
te , c per seno verso anche o ; ma che abbia poi 
per coseno , e per segante il raggio . E ciò può 
rilevarsi dalle addotte definizioni . A propor- 
zione che il punto M , eli’ è 1 ’ altro estremo 
dell’ arco AM si discosta da A , le linee trigo- 
nometriche di quell’ arco , cioè il seno MP , la 
tangente AT , la segante CT, ec, sono espres- 
se in grandezze finite , e vanno successivamente 
crescendo fino alla metà del quadrante , cioè fina 
a 45 °j mentre al contrario decrescono continua- 
mente il coseno CP , la cotangente DS , e la co- 
segante CS . Segnando il punto M i lince 

trigonometriche dell’ arco AM , e quelle del suo 
complemento DM si fanno tra loro uguali : ed è 
anche chiaro che essendo CP=PM , sia pure CA 
= AT; cioè, che la tangente , e la cotangente dell' 


Digitized by Google 



.ni Trigonometria. n 

arco di 45 °sieno quunt' il ragg o del cerchio . Ol- 
trepassando il punto M i 45° , per approssimarsi 
a D, le linee trigonometriche dell'arco AM conti- 
nuano a crescere , e decrescono quelle dell’ arco 
DM, finché divenendo 1’ arco AM di yo°, cioè ca- 
dendo il punto M in D , il seno diventa quant’ il 
raggio , il coseno si fa zero , la tangente , e la 
segante influite; poiché le AT , e CD divenendo 
parallele non possono mai più incontrarsi . E fi- 
nalmente la cotangente diventando anche zero , 
la cosegante si fa uguale al raggio . E siccome il 
raggio è la massima dille normali al diametro AB; 
perciò il seno del quadrante diccsi seno massimo , 
ed anche seno tulio ; poiché gli altri seni sono 
parti di esso . Cominciando il punto M il suo 
cammino nell 1 altro arco DB , cominciano a de- 
crescere i seni , ed a crescere i coseni : e se per 
M si tiri MM' parallela ad AB, é chiaro che l'ar- 
co ISfB supplemento dell’arco AM' sia uguale all’arco 
AM. Ma l’arco AM, e l’altro AM' hanno lo stesso 
seno ( 10 ) : dunque siccome al crescere dell’ arco 
AM' deve decrescere il suo supplemento AM , e 
divenir, per conseguenza , più grande il comple- 
mento MD di questo ; perciò ne segue che .il seno 
dell'arco AM' decresca a proporzione, che il pun- 
to M' si accosta a B, c che vada al contrario cre- 
scendo il coseno . 

.Intanto essendo il coseno in generale quanto la 
differenza del raggio, e del senoverso di uno stesso 
arco , sarà cos.AM'rrAC — AP' , cioè = — CP' , 
cioè = — CP, giacché 1’ AP’ è maggiore del raggio 
AC. Vale a dire che un arco 'maggiore del qua- 
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tirante ha lo stesso coseno del suo supplemento ; ma 
preso negativamente . Inoltre la tangente dell'arco 
AM', cioè la A V, come rilevasi dall' ispezione ilvlla 
figura , essendo un quarto proporzionale in ordi- 
ne al coseno dell' arco AM\ cioè a — CP, a PN, e 
u PNxCA j. 

CA , sara espressa uà — - — , c quindi anche 
negativa . E così pure la cotangente DS' di un 

m>x — qm*_ 

tal arco , per essere uguale a ' 


CO 


sara 


pure negativa . E filialmente lo sarà anche la se- 

CA 2 

gante CV, eh’ è quanto — (Jp“ ’ Or paragonando 


l' espressione della tangente dell’ arco AM' con 
quella che fu esibita nel n. 17 per 1 ’ arco AM, si 
Vedrà eh’ esse sono identiche , e solamente diver- 
se nel segno ; dal che se ne rileva , che un arco 
ed il suo supplemento hanno la stessa tangente 9 
ma che questa dev' esser presa negativamente . E * 
Io stesso può dirsi per la segante . 

Questa diversità di segni tra alcune linee trigono- 
metriche dell’ arco AM', e quelle del suo supple- 
mento AM, che noi abbiamo rilevata dalla natura 
stessa di tali linee, poteva anche dedursi dalla con 
trarietà della loro posizione. Tn fatti la CP* co- 
seno dell’ arco AM' è contrariamente posta a CP 
coseno dell" arco suppleinentalc AM, e gli è ugua- 
le ; e così pure la AV tangente dell’ arco AM 
è in opposizione con AT tangente dell’ arco sup- 
plemenlalc AM, e gli è pure uguale ; c finalmente 
CV segante dell’ arco AM' sta opposta a CT' se- 
gante dell’arco BM', cioè di AM supplemento di AM*. 
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'Allorché il punlo M , avellilo percorsa 1' intera 
semicirconferenza ADII gingne in lì , svanisce ili 
nuovo i! seno , come in A ; il coseno, e la segan- 
te si fanno ili nuovo uguali- al raggio , ma negati- 
vamente preso ; e la tangente divien zero : sicché 
gli accidenti degli archi o° , e i8o° , come in ge- 
nerale di due archi sup 2 >Iementali , sono gli stessi; 
ma diversi nel segno , eccetto che per lo seno . 

Si potrebbe anche continuar questa considera- 
ziono sulle lince trigonometriche, supponendo che 
il ìiunto M continui a scorrere nell 1 altra semicir- 
conferenza BEA , ed anche che dopo di aver egli 
percorsa una , due, o più circonferenze , continui 
tuttavia il suo molo , cioè si potrebbero valutare 
le lince trigonometriche di un arco maggiore del 
semicerchio, e di un arco composto da una, o più 
circonferenze di un cerchio stesso, e da qualunque 
arco di esso ; ma queste considerazioni sono alie- 
ne da un trattato di Trigonometria Elementare ; 
ne poi, come si è detto di sopra, possono interes- 
sare affatto l'oggetto di questa scienza . Noi dun- 
qoc ci limiteremo a dare la seguente 

Tavola de 1 segsi delle principali linee TRIGO- 
NOMETRICHE IN DEE QITAHTI DI CERCIIlb . 


Arco 

Seno 

Coseno 

Tang. 

o° 

+ 0 

+ R 

+ 0 

Dopo o° fino a 90° 

+ 


4 - 

90° 

+ R 

+ 0 

+ co 

Dopo 9o°fino a 180 1 

+ 

— 

— 

180 0 j 

O 

— R 

— • 0 
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ip. Il seno di un arco , Ja di lui tangente , la 
segante , il coseno , la cotangente e la cosegante 
sono le linee trigonometriche adottate da’ Geome- 
tri per la risoluzione del triangolo . 

20. Le lince trigonometriche dell’arco AM, ap- 
parleiigonsi eziandio all’ angolo ACM , di cui quel- 
lo n’ è misura ( 6 ) . 

ai. Or le citate linee trigonometriche , non es- 
sendo in effetto delle grandezze geometriche, come 
par che indichino le quassù rapportate definizioni; 
ma bensì numeri , esse posson modificarsi nella 
seguente convencvol forma . Cioè, prendendo il 
raggio per 1 ’ unità delle linee trigonometriche . 

Il seno dell’ arco AM è il valor numerico , che 
vi tien la perpendicolare abbassala da un suo e- 
stremo sul raggio , che passi per 1 ’ altro ; la tan- 
gente di un arco è il rapporto dei seno al coseno 

di esso , cioè tang.A ~ . E la segante é 

cos.<p 

il rapporto del raggio al coseno, cioè seg .<p = - — - — 
1 cos.<{>. 

PROPOSIZIONE Ili. 

TEOREMA.. 

22. Le linee trigonometriche di due archi dello 
stesso numero di gradi e minuti , presi in cerchi 
diversi , sono proporzionali ai raggi de' cerchi . 

Intorno al centro C (Jìg-i) si descrivano co’ raggi 
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CB, C b i due quadranti circolari BRA, bra , e poi 
si tiri il raggio Olir : è manifesto clic i due archi 
RII , br sottendendo lo stesso angolo in C , deb- 
bano essere dello stesso numero di gradi, e minu- 
ti ( n. ) . Ciò premesso si tirino tutte le linee 
trigonometriche di tali archi ; è chiaro che i tri- 
angoli CRN, C rn sono simili tra loro; e che per- 
ciò le RN , rn , e le CN , C« sono proporzionali 
ai raggi CB , eh : ed essendo CB : C b ” CN : Cn; 
sarà permutando , dividendo , e di nuovo permu- 
tando BN :/>«:: CB : C b . Essendo poi simili 
gli altri triangoli CBD, C bd, sta BD : BC II bd : bC. 
Si è dunque dimostralo che le lince trigonometri- 
che dell’ arco BR , e quelle dell’ altro br sono 
proporzionali a' raggi CB , C b . C.B.D. 

a3 Cor. 1 Quindi quel numero ch’esprime le linee 
trigonometriche in un. dato cerchio, per un arco 
determinato, e pel raggio diviso in un dato numero 
di parti , rappresenterà anche le linee trigonome- 
triche di un arco dello stesso numero di gr„adi in 
un altro cerchio; purché il raggio si supponga diviso 
similmente. E se i raggi di due cerchi sien rappre- 
se ntali da numeri diversi; le linee trigonometriche 
corrispondenti a due archi dello stesso numero di 
gradi , presi in essi , dovranno esser dinotate da 
numeri proporziouali a quelli esprimenti i raggi . 

Cur.a. Adunque non si cambierà nulla al va- 
lor delle linee trigonometriche di un arco in parti 
del raggio, se questo si supponga =i. Ed una tal 
supposizione è stata adottata da tutt’ i Trigono- 
metri , perche la più semplice , c la più comoda . 

25. D'f. x. Canone trigonometrico è una tavola, 
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ove a ciascun arco minore nel quadrante , cd c- 
Sprcsso ne' suoi gradi , e minuti, ascrivousi i va- 
lori numerici delle linee trigonometriche , clic gli 
appartengono , presovi per unità il raggio . lin 
tal registro di linee trigonometriche , dicesi vol- 
garmente Tavo'a de' seni. 

26. Cor. Dividendosi ogni grado ili 6o° il qua- 
drante, eh’ è di go° , sarà di 5 fot/, Laonde saran 
pure 54 °° quegli archi minori del quadrante, che 
vadan successivamente crescendo di un minuto. 

Nella tavola de’ seni il primo arco , cui appon- 
gonsi le sue linee trigonometriche , è di 1' . Il 
secondo è di a' ; e così successivamente per 5 joo 
termini , 1 * ultimo de’ quali è di t)o° . E per evi- 
tare i fratti nel computo di ciascuna linea trigo- 
nometrica , il raggio , eli’ crasi preso per l 1 uni- 
tà , s’ intende diviso in 10,000,000 , o più parli 
decimali . E ciascuna di dette linee vedrassi e- 
s pressa nel solo numeratore di un fratto decima- 
le , cui si sottintende il denominatore 10000000. 

''.’j.Scol. il canone trigonometrico riducasi a ri- 
solvere il seguente generai problema. Dato il rap- 
porto numerico di un arco al quadrante , ritrovare 
ii rapporto , che serbi al raggio ciascuna Linea 
trigonometrica di esso arco . 

l a costruzione di questo canone , che può ese- 
guirsi per più vie analitiche , e sintetiche , sarà 
quaggiù rapportata colla più agcvol geometrica con- 
tinua. Esso suol distinguersi in lineare , o naturale ; 
cd artifici a e , o logaritmico. 11 lineare è il già 
definito, li ’l logaritmico esibisce i logaritmi vol- 
gali delle linee trigonometriche, come nelle co- 
muni tavole de’ seni si osserva . 
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DELLA COSTRUZIONE DEL CANONE 
LINEARE 


PROPOSIZIONE IV. 

teorema. 

0.8. Se snn date l' espressioni numeriche ili due- 
lliti di un triangolo rettangolo , sarà anche data 
quella del rimanente lato . E ciò sovente attirasi 
per approssimazione . 

Cas. i. Supponga usi dati i valori de* cateti RN, 
ed NC del triangolo lìNC retlangolo in R5 

sarà la somma de’ quadrali di questi due valóri, o di 
questi due numeri, uguale al quadrato di quel nu-. 
mero , clie n’ esprimerebbe l’ ipotenusa RC . Dun- 
que la radice quadrata della somma dell’ espres- 
sioni de 1 due cateti NI! , NC sarà 1 ’ espressione 
deli’ ipotenusa RC . Che se la retta RC sia in- 
commensurabile alle RN , NC , come il più delle 
volte avviene , 1’ au/.idetta radice non potrà aver- 
si esattamente , ma per approssimazione ; e tal no 
sarà il valore dell' ipotcnusa RC . 

Cas. •>. Se diasi di espressione l’ ipotenusa CR, 
c; ’l cateto NI! , 1 * altro cateto NC sarà espresso 
dalla radice della differenza del quadralo dell’ ipo- 
tenusa CR , c di quello de! cateto RN . Lo elio 
si dimostra come nel precedente caso . C, B. D. 

a 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

*2f). Il coseno cCun qualunque arco è la radice 
della differenza del quadrato del raggio , c del 
quadralo del seno di esso arco . 

L'arco (fig 4) IIP ticn per seno il valor numerico 
. cit ila perpendicolare RN calala dal suo estremo R 
sul raggio CB , clic passa per P allro estremo B . 
E lo stesso arco lia per coseno il valore numeri- 
co della RM , o della sua ugnale NC . Di più il 
raggio trigonometrico RG si è posto uguale ad 1. 
Punmie dalle date espressioni dell' ipotcnusa RC, 
e del cateto RN del triangolo rettangolo RNC , 
clic sono il raggio, e '1 seno dell’arco RB, si avrà, 
lice lo teorema precedente, il valore dell’altro ca- 
teto CN . cioè del coseno dell’ arco RB , ed ci 
sarà la radice dilla differenza de’ quadrali del 
raggio , e del seno di esso arco . C. B. D. 

3 o. C or. i. Suppongasi esser l’arco RB di 
3 o° : il suo complemento R A ne avrà (io° . Ed 
essendo ugnale al raggio la corda RA di questo 
areo, eli* è la sesia parte della periferia (c.i 5 .IV.)j 
i due triangoli R.MG, RMA, clic linn le condizioni 
della 26. lèi. T. , avran pure uguali i lati CM , otl 
MA . Onde dovrà esser in iella GM , o la sua 
uguale RN metà del raggio GA . 

3 t. Cor. 2. Dunque il sino dell’ -reo di 3 o° è 
la metà dei raggio . Sicché ponendo uguale all’ 11- 
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nità cotesto raggio, sarà sen. 3o° = ~ . E ’1 co- 
se * 10 di 3o°, eh' è uguale a V(*— 7 ) , sarà ~\'S . 

PROPOSIZIONE VI. 

32. Il seno della meta di un arco è la metà 
della radice della somma de ’ quadrati del seno , « 
del senoverso di esso arco . 


Sia REB un arco (fig 4), RN il suo seno, ed RB 
la sua soltesa. Pai centro C si abbassi la CE per- 
pendicolare alla RB . Ella dovrà Insegare sì 1’ ar- 
co REB , che la sua corda . Onde la RD dovrà 
esser seno dell’arco RE mela di ma !a 

RB è la radice de’ due quadrali ili R \ ,e di RII 

presi insieme . Dunque la RD , di' è il seno dell’ 

arco RE , sarà la metà della radice de’ due qua- 
drali di RN , c di NB , 1’ uno fatto dal seno fieli* 

intero arco , e l'altro dal di lui senoverso. C„13,D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

33. Il seno della somma dì due archi è quan- 
to la somma de' due prodotti , che si hanno molti-* 
plicando il seno dell ' uno per lo coseno dell' altro ; 
posto pero il raggio ~ 1 . 

E il seno della differenza di essi archi è quan- 
to la differenza positiva di que' prodotti stessi . 

Sieno BE, ER gli ardii proposti (Jìg 5), i cui se- 
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ni sieno Eli, RI), c CH, CI) i coseni : sia poi RS 
il seno della loro somma, cioè dell'arco REB, PQ 
il seno della di (le ronza di essi, cioè dell’ arco PR. 

Si compia la figura come si vede . Ed essendo 
simili i triangoli CEH, CDG sla CE: Eli " CD:DG 
cioè ( cliiamando <p e 0 gli ardii BE, ER , e di- 
notando per 1 il raggio CE , come suol farsi ) 
i : sen <p cos.9 : J)G — sen <p.eos.9. Similmente- 
per gli altri triangoli simili RDF , CEH sta 
CE : CII ;; P«D : RE, cioè i : cos.^> " sen. 9 : RF. 
E sarà quindi RF — sen.d.cos.d» . Laonde la RN r 
cioè sen.(<p-}-9) , essendo = NF-j-FR , o sia a 
GD-j-FR , sarà quanto sen <p.cos.0-J-sen.9.cos (p . 

Or per essere IlD = DP è anche RF = FS r 
che perciò PQ , cioè sen.(<p — 0) , eh’ è quanto* 
T>G — FR , sarà uguale a se n.<p.cos.0 — sen.0.cos.£ » 
Cioè il seno della somma di due archi ec. C.B.D- 
3 {. Cor. i. Se i due archi RE , e BE sreno u- 
guali , e con ciò uguali > loro seni, cd i loi-o cose- 
ni rispettivamente ; la RN seno della sommò di 
essi archi sarà doppia di una di quelle due- quarto 
proporzionali . Ed in tal caso si rileverà esserne- 
IL raggio al coseno dojipio di un arco , cosi il 
rem di esso arco uL seno del suo doppio . 

ó!>. Cor a. E se 1’ arco EB sia di 60 % il suo 
coseno CII sarà — -J-EC (3t ) 5 e quindi essendo 
CE : CU TI BD • BF, sarà anche Ri) doppia di 
RF , e perciò uguale ad BS. Laonde la RIV, eh’ è 
seno delia somma degli archi BE , ER , essendo 
uguale ad KS-f-SR , sarà quanlo T'Q-f-RD . Ma 
PQ è uguale al seno di BE — EP, o sia di BE — EB. 
Adunque 
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II seno eli un arco maggiore di 6o° è quanto la- 
somma di due seni , uno dell' eccesso dell' ai co pro- 
posto su quello di 6 o° , e l altro della differenza 
tra V areo di Go° e ! acci sso poc' anzi detto . 

Cioè sen. 6 i° = sen 5p° -j- semi 0 
scn.(ìa° =: sen. 58° -J- sen. 2 ° 
cc. 

3 6. Scol. (ìli stessi triangoli simili ECIT, DCG dan- 
no a lidie la seguente analogia CE : CII ;; CD: CG, 
cioè ì : cos.<f> cos.0 : CG = cos. <p. cos . 6 : Ed 

è pei per gli altri triangoli anche simili CE11 * 
HDF , CE : EH ;; RI) : DE, cioè i : sen.<j> Il 
sen.0 : DF = sen.if». sen. 9 . Laonde CN , eh’ è B 
uguale a CG — GN — (ÌG — DF , saia quanto 
cos.i p. cos.0 — sen <p. sen.0 ; e CQ , eli’ è quanto 
CG + GQ , cioè CG -f- GJ\ , per essere GQ = GIN, 
siccome è PD = DII , sarà ugnale a cos <p.COS.$ 
sen. f. sen. 9. Mp^CN è Io stesso che cos.($-J- 0 ) r 
e CQ è quanto cos.(tf) — 9) . Laonde sarà 

cos. (#-{-9) cos.ip.cos .0 — sen. 0 . sen. 4 » 
e cos.(<f> — 0) = eos f.cos.S -j- sen. 0 . sen. 

Cioè il coseno della somma di due archi è quan- 
to il prodotto de' coseni di essi archi , meno V al- 
tro de' loro seni : ed il coseno della differenza di 
due archi pareggia la somma de' prodotti poc' un- 
ti indicali . 

Inoltre essendo 

sen.(^>-J-9) — sen cos. 9 -f- sen. 9. cos <p 
e cos.(^>-j- 0 ) = cos. <p. cos. 9 — sen. 0 . sen. <p 
sen.(ip-}-9) sen. cos .0 -f- sen,9.cos,<f> 

53 FU v” — i — 

oos.(<f>-f-9) cos.tp .c os. 9 — sen. 0 .sen.(f> 

,c dividendo il numeratore, *: denominatore dì 


* 
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quest’ ultimo fratto per cosf.cos .9 , si avrà 

3(:ìì <p , SC11 9 


COS.(£-}~0) 


, soli <b scn 9 

~ r x « 

COS.ip cos V 


e quindi sostituendo invece del seno diviso per lo co- 
seno, la tangente dell’arco corrispondente ( i 7 ), si avrà 

tang.O-f-9) = . — ^ang + tang.9 

1 — tang.fXta»S-9 


E similmente si sarebbe potuto rilevare esser 
tang.Of- 8 ) = 

1 -f- tang.(f>xtang.9 

Ci oc la tangente della somma di due archi è quan- 
to la somma delle tangenti di essi, divisa pel rag- 
gio minorato del prodotto delle stesse tangenti . E 
la tangente della Loro differenza è quanto la dif- 
ferenza di quelle tangenti, divisa pel raggio accre- 
sciuto del prodotto di esse . 

E queste cose sono state qui rapportale, a sol’ 
oggetto di render completa la teoria stabilita nel- 
la Proposizione , della quale abbisognavamo per 
la costruzione del Canone . 


PROPOSIZIONE Vili. 


TEOREMA. 

37 . Se i tre archi BP, BE, BB sieno in proporzione 
aritmetica, sarà il raggio al doppio coseno dell’arco 
medio BE, come il seno della diff rema di questi ar- 
chi alla differenza de' seni degli archi estremiBP-, 

? 
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Qui sopra si è dimostralo essere CE a CII , 
come 1)11 a<l Ili’ (33). Dunque duplicando i con- 
seguenti avremo CE alla dupla CH , come KD ad 
iìS ; c queste rei le corrispondono alle linee tri- 
gonometriche disegnale nell’ enunciazione . Dun- 
que cc. C. II. T). 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

?g. 9 e gli archi AB , AC , AD , A E , cc. che 
abbiano un comune estremo A siano nella ragione 
de' numeri 1 , 2 , 3, 4, ce. ; la corda di ciascun arco 
starà alla somma dille corde di quegli archi in 
mezzo a' (/unii quello si ritrova , per esempio AC 
ad ABdpAD , nella costante ragione del raggio al 
■doppio coseno della metà della differenza degli 
archi . 

Si congiungan le corde BC , c CD (fg 6 ); poi si 
faccia 1’ angolo AC1I uguale all’ altro ABC : ed 
indi 1' altra corda AD si prolunghi , fìntanlo 
c e incontri in 11 la CII . Saranno equiangoli ì 
due triangoli ABC, AGII ; come quelli , che hanno 
uguali si gli angoli ABC, AGII, che gli altri BAC, 
CAII , perchè insistenti sugli archi uguali BC , 
CD . Onde sarà AB a BC , come AC a CII : e 
quindi AC uguale a CII, come è AB ugnale a 
BC . Inoltre il triangolo BAC è uguale c simile 
all’ altro CDI1, per aver essi le condizioni della 26 
El. I. , cioè 1’ angolo ABC uguale all' altro CDII; 
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poiché ciascmio ili «ssi unito all’ angolo CDA fu 
due rolli (i 3 . i, c 22. llf. ) : c l’angolo BAC si è 
mostralo uguale a CIID, e ’1 lato AC ali'altro CH. 
Dunque sarà AB uguale a DII . Ed essendo , per 
la similitudine de’ triangoli ABC , x\C1I , AB ad 
AC, come AC ad All 5 sarà AB ad AC, come AC 
ad AD-j-AB. Ma la prima di queste due ra- 
gioni ( 34 ) è quanto quella del raggio al doppio 
coseno della metà dell’ arco AB : dunque, a que- 
sta ragione dovrà essere tignale quella della corda 
media AC alla somma delle estreme AD , AB . 
E se facciasi 1 ' angolo ADR. uguale ad AC 1 I , o 
ad ABC , si dimostrerà , come qui sopra , essere 
l’ angolo DEIv uguale ad ACD , ed il triangolo 
ADK simile ad AC 1 I , o ad ABC. Laande si con- 
chiuderà esser pure AD: AC-f-AE , come il raggio 
al doppio coseno della metà di AB . C.B D. 

39. Cor. 1 . Pongasi il raggio trigonometrico ugua- 
le all’ unità ; e si chiami p la metà dell’ arco Ali; 
sarà 1 : 2C0 <p II -jAC : j AB -f- ' AD , prenden- 
do la metà de\. termini della seconda ragione . E 
cosi più appresso dovrà essere z : zcosp : : -AD: 
£AC + ìAE . 

4 0. Cor. 2. Ma i AB è uguale al seno dell’ arco 
■f-AB (p.6.) . E così pure ~AC è seno dell'ar- 
co -gAC . Dunque sarà 

l : 2cos p II sen.-i-AC : seti A-AB -f- seti. * AD 
ed 1 ; 2cos,ef> ;; sen.yAD : sen.i AC -J- sen.^AE. 
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PROPOSIZIONE X. 

•PROBLEMA. 

4 i. Ritrovare il seno dell' arco di k , 

I poligami regolari «di i638i lati iscritto , e cn- 
■scritto ad imi cerchio del raggio i , con un appros- 
simazione portata fino a i5 cifre decimali , sono 
adspellh amente espressi da ■3,»4 1 ^9 2 ^7^®^^ 0 ’ 
3,i 4 1 592692091 2 S8 , come può rilevarsi nella ma- 
niera prescritta nelle Propp. 1 e a della .Misura ed 
•cerchio . Ciò posto , se si deteimini la perpendi- 
colare , che dal centro del cerchio cade su di un 
Jato del poligono iscritto , facendo come il poli- 
gono circoscritto all’ iscritto , così il quadralo del 
■raggio al quadrato di questa perpendicolare , ed 
estraendo da un tal quarto proporzionale la radi- 
ce quadrata, si avrà in tal modo la doppia al- 
tezza di quel rettangolo , che pareggia questo po- 
ligono , e la cui base 'è il perimetro di esso : chi! 
perciò un tal perimetro potrà determinarsi , ed 
esso sarà espresso da 6,283 • ^ u 
simil guisa si determinerà il perimetro del poligo- 
no circoscritto, che è 6,288 185384 i8a56 : laonde 
dividendo ciascun di questi due numeri per 16384, 
numero de’ lati di ciascuno di tali poligoni , i 
quoti o,ooo3834;)5i » c o,ooo38349^ 2 ■> i quali non 

diffcrisconsi , che nella ionia cifra decimale sola- 
mente , rappresenteranno due lati di essi . Adun- 
que r arco di cerchio eh’ è svllesò da UH lato del 
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poligono di i6384 lati diflerisccsi dalla sua corda 

per meno die l - del raggio; e per con. 

ìuooooooooo 

scguenza un tal arco , e la sua corda , con un'ap- 
prossimazione assai piu die su (dei ente per gli ordi- 
Uarj usi trigonometrici, potranno prendersi per ti- 
gnali. Ma tpiesl’arco è precisamente di t'ii/'(/"j"" 
come può vedersi dividendo la circonfe- 
renza, e quindi i 36o° per metà, tante volle, quante 
se ne richiede per pervenire a i638f parti , cioè 
involte (p. i mis. del ccr .). Dunque con più ragione 
potrà supporsi che si confonda colla corda conici”* 
mine l'arco di t': e perciò potrà stabilirsi la seguen- 
te proporzione , i arco «Ji 1 19 o 0 07 00 a 
quello di 1 ', come la corda di quello alla corda di 
questo , cioè come o,ooo383 { 95 i ad x , che sarà la 
corda dell' arco di 1 ', «Iella quale presane la metà, 
si avrà il seno dell’ arco di mezzo mimilo ; e da 
questo se ne dedurrà poi quello «li /(3{). C.B.F. 

4 2 . Cor. Nel prendere il valore dell’arco di i' da 
quello di mezzo minuto primo, cioè 3o", servendosi 
dell’ espressione sen. i' = 2 sen. 3 o'\cos. 3 o", ( 34 ) 
è facile il vedere , che cos. 3o" sia presso che ti- 
gnale al raggio , cioè ad 1 , e che perciò semi 
= 2 scn.3o" . Vale a dire, che si può a dirittura 
prendere per seno di l' la corda di quest’ arco . 

FROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

43. Esporre co’ principj precedenti V eff ettivet 
formazione del canone trigonometrico . 
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Per la prop. prec. può ritrovarsi il valore nu- 
merico di sen.i' . E si saprà, per lo Cord, i- 
Prop. 9, il seno del suo doppio , cioè si saprà 
benanche sen. 2 . 

Inoltre per la Prop. 5 . si renderà noto cos. i. 

E ’1 raggio trigonometrico si ponga =1 ; sarà per 
Io Cor. 2. della Prop. 9 - r , ■ 

i : 2cos.i' :: sen. 2' : scn.i' + sen ‘^ * 

E quindi avrassi 

sen.3' == acós. i'.9en.2 F — sen.i' . 

E da'simil principio discendendo avremo ì se- 
guenti seni , con impiegarvi la sola moltiplica di 
aritmetica , e la sottrazione , cioè . 
sen. 4* = acos.i'.sen.y — sen. 2' 
sen. 5 ' = 2 Cos.i'.sen. 4 ' — sen.2'? 
sen.O' = s cos.i'.sen.ù' — sen-4 . 

Questa operazione , che potrebbe estendersi in- 
sino all’ arco di 90° , cioè effettuandola per 54 oo 
archi , che vadan successivamente crescendo di i\ 
si arresta all’arco di 60°. E poi per lo Corni. 2. 
p ro p. 7. , e con più agcvol calcolo si rinverranno 
sen. ( 5 o °+0 == sen.(59°4-5y' ) + sen.i'^. 
sen. (6o°-Ì-2) = sen.(59°+5&' ) + sen.a . 


sen.6i° = sen.r>9° + sen.1 0 
sen.62 0 = sen. 58 ° + scn.2 0 
sèn. 63 ° = sen. 57° -f sen. 3 ° 


Ritrovali i seni degli archi di un quadrante , 1 
quali si sogliono distribuire in due colonne ver- 
ticali, una contenente i seni fino a 45 °j e 1 altra, 
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che comprende i coseni di cpiesti archi, cioè i se- 
ni da 89°-j-5i/ a 4$° } sc ne potran calcolare le 
loro tangenti , c seganti , colle analogie dello Sco- 
lio n°. 17. Ed ecco esposto il modo da costrui- 
re con sole operazioni della volgare aritmetica il 
canone lineare . 

4 {. Seul. Siccome nell’ uso ordinario di questo 
Canone per la risoluzione de’ triangoli , imbaraz- 
zerebbero non poco le lunghissime moltipliche , e 
divisioni , che convien fare ; perciò i trigonòmetri 
Jjan pensato di aggiugnerc al canone lineare i lo- 
garitmi corrispondenti a’ numeri in esso contenu- 
ti ; vale a dire hanno stabilita un’ altra specie di 
canone , che dicesi logaritmico , e eh' è quello di 
cui si fa uso . Ed in alcune Tavole si trova a di- 
rittura rapportato il solo canone logaritmico, tra- 
scurandosi il lineare come inutile . Intanto sa- 
rebbe assolutamente superfluo il dir qui qualche 
cosa circa il canone logaritmico $ poiché questo 
trovasi a sufficienza spiegato nel principio delle 
ordinarie Tavole de' seni , ed è facilissimo 1 ’ in- 
tenderlo a chi non ignora 1' ordinaria teoria de» 
logaritmi volgari . 
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PARTE II. 

PRINCIPI PER LA RISOLUZIONE 
DE’ T RI AN G OLI . 


PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

•• / 

45. In ogni triangolo rettangolo V ipotenusa • 
sta a ciascun lato , come il raggio trigonometrico 
al seno dell' angolo opposto ad un tal lato . 

Imperocché se descrivasi col centro A (fig-j') 
intervallo AB 1' arco circolare BD , è chiaro che 
il cateto BC sia seno dell’ arco BD , o sia dell* 
angolo BAC : c quindi dovrà stare 
BA : BC :: 1 : sen.CBA 
E similmente si dimostrerebbe che sta 

BA : AC 1 : scn.BCA. i 

46. Cor. Adunque starà pure 

.BC : CA scn.BAC : sen.CBA . 1 


r R OPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

47 . In ogni triangolo rettangolo un lato sta 
all' altro , come il raggio trigonometrico alla tan- 
gente dell' angolo ad esso opposto . 
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Ed un lato sta all ’ ipotenusa , come il raggio 
trigonometrico alla segante dell' angolo adjacente . 

Poiché se descrivasi col centro A intervallo AC 
1’ arco circolare CE , è chiaro clic GB dinoti la 

tangente dell’ arco CE , e quindi dell' angolo in 

A , e che AB rappresenti la segante di quell’ ar- 
co , o di quest’ angolo . Laonde dovrà stare 
AC : CB II 1 : lang.A , 

AC : AB 1 : seg.A . 

e queste sono le due analogie proposte nel pre- 
. sente Teor. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

48. In ogni triangolo i lati sono come i seni de- 
gli angoli ad essi opposti . 

Dal vertice A (Jig. 8) di uno degli angoli del trian- 
golo ABC si abbassi sul lato opjioslo la perpendicolare 
AD , si avrà nel triangolo rettangolo BAD,BA:AD;i 
1 : sen.B ( 4^ ) » e quindi AD = BA X seu.B. 
E similmente si ricaverà dal triangolo CAD esser 
AD = CA x sen. C . Laonde dovrà risultarne 
BA x sen.B — CA X seu.C : e quindi consideran- 
do i seni come lince rette si vedrà esser (ì/f. VI.) 

CA : BA ;; sen.B : sen.C 
E nel modo stesso abbassando da B la perpendi- 
colare sul lato AC si dimostrerà che sia 
BA : BC ;; seu.C : sen. A • 
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■Quindi , pei- erpialilà , se ne conchiuderà anche 
CA : BC ;; scn.B : scn.A 

PROPOSIZIONE XV. 

/ 

TEOREMA. 

4g. In ogni triangolo il massimo lato sta alla 
Somma degli altri due, come la differenza, di que- 
sti alla differenza de ' segmenti del massimo luto . 

Col centro A (fg. 9 ) intervallo il minimo lato AB 
si descriva il cerchio BAFO, che s ghi gli altri due 
lati BC, CA in A, ed F: c poi la CA si protragga 
sino al cerchio in O. Sarà CO uguale a CA-j-BA, 
e CF uguale a CA — BA. Ed essendo CA uguale 
a CD — DA, sarà uguale a CI) — DA . 

Ciò premesso, per la natura del cerchio, !! ret- 
tangolo OCF è ugnale all’altro BCA. Dunque sarà 
CB : CO :: CF : CA , cioè CB : CA-f AB » 
CA— AB : CD— DB. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

5o. In ogni triangolo la somma de' lati è alla 
loro differenza, come la tangente della semisomma 
degli angoli alla base alla tangente della semi - 
differenza di essi . 

Si circoscriva al triangolo ACB (fìg. ìc) il cerchio, 
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e fini centro O di questo si li tino i raggi OG T J 
OF perpendicolari ni Iati AC , AD, e congiunto 
Deliro raggio OA , gli si abbassino dai punti 
G, F le pcrjwndicolari GL, MI , clic sono i se- 
ni degli angoli GOA , AOF , cioè 13, e C ; final- 
mente si unisca la GF , e gli si al. Lassi dal cen- 
tro O la perpendicolare OM . Li poiché 1’ an- 
golo GOA è uguale a CD A , e 1’ angolo AOF a 
I3CA ; quindi sarà 1’ angolo GOF quanto la som- 
ma degli angoli B , e C , e perciò 1’ angolo GOM, 
ciré metà dell'angolo GOF sarà la semisomma 
degli angoli D , e C . Di più essendo 1’ angolo 
CO E =: GOM-|~MOK sarà esso uguale ad 1UM 
+ MOK , cioè = Ft ! K -J- s ROM j e perciò 
COR — KOF = 2 KOM : quindi ROM sarà la se- 
midiffcrouzn degli angoli GOK, ROF ossia D, e C. 

Or essendo simili i triangoli GRL , FR11 sta- 
GR : KF :: GL : IH , cioè :: AC : AD (48) , 
e ca m ponendo sarà GF : FR ” CA-j-AB : AB , 
e poi dividendo , ed invertendo si avrà FK : GR 

— KF ;; AD : AC — AD . Laonde , per equa-' 
Irta, dovrà stare GF: GK — KF ;; CA-f-AB : CA 

— AD . Ma , presa MIN — MK , CN sarà ugua- 
le a RF , e GR — RF è quanto GR — GN 
cioè j\K ; adunque- sarà CA-f-AB : CA — AD ” 
GF : ISK , o pure II GM : MK . Quindi, sic- 
come preso OM per raggio , le MG . AIR rap- 
presentano le tangenti degli angoli MOG , MOK r 
cioè ‘(C-j-C) ed — il — C) ( 47 ) ; perciò si avrà 

CA-f-AB : CA — AD II lang. — Ì — : tang. — — ' 

Cioè la somma de’ lati è alla Jor differenza ac. C.D.D- 
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RISOLUZIONE DE’ TRIANGOLI. 

5 i.In ogni triangolo, dati due angoli c anche dato 
il terzo , eh’ è il supplemento a due retti della 
somma de’ due dati ; e perciò nel triangolo ret- 
tangolo , s’ è dato uno degli angoli acuti , sarà da- 
to anche l’altro. Di più in questo triangolo, se 
sono dati due lati, si conoscerà il terzo per mezzo 
della Prop. 4*i e senza operazioni trigonometriche 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA, 

5'»-. Tn un triangolo rettangolo dato uno de* 
lati , ed un' altra delle sue parti ad arbitrio 5 de- 
terminare le rimanenti parli . 

Caso i. 

Sien dati i cateti AC , CB (jig. 7 ) . Per deter- 
minare P angolo in A , si laccia 

AC : CB :: R : tang. A (47) 

Si farà nota la tangente dell’ angolo A ; e quin- 
di un tal angolo apparirà dalle tavole . 

Caso it. 

Che se diasi il cateto AC , e 1’ ipotenusa AB 
Si troverà 1’ angolo in B facendo 

AB : AC i; R : sen. B (45) 
donde si farà anche nolo quello in A; e si sarehle 
trovato direttamente questo per mezzo della seguen- 
te analogia 

AC : AB ;; R : seg. A ( 47 ) 

3 
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Caso ih. 

E dandosi il cateto AC , ed uno degli angoli 
acuti, e perciò anche 1’ altro . Per determinare 
I’ altro cateto BC , bisognerà fare 

R : tang.A ;; AC : CB ( { 7 ) 
o pure sen.B : sen.À ;; AC : CB (45) 

Ma la prima analogia è da preferirsi alla secon- 
da ; poiché il primo termine R di quella è == I. 

E volendo 1’ ipotenusa AB , converrebbe fare 
R : seg.A :: AC : AB ( 47 ) 
o pure sen.B : R AC : AB (45) 

Caso iv. 

Finalmente dandosi l’ ipotenusa AB , ed uno 
degli angoli alla base , e quindi I’ altro : se si vo- 
glia il cateto AC , si dovrà fare 

R : sen. B :: AB : AC (45) 

E poiché non vi resta altra combinazione a fa- 
re ; perciò si sarà completamente risoluto il Pro- 
blema proposto . C. B. F. 

PROPOSIZIONE XV. 

PROBLEMA. 

53. In un triangolo obbliquangolo, date tre della 
tue parti , compresovi sempre uno de' lati j deter- 
minare le rimanenti parti . 

Caso i. 

Sieno dati in primo luogo gli angoli in A , B 
(/?g \8 ) , e quindi P altro in C , ed il lato AB j e 
si cerchino gii altri due lati BC , AC . 
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Sì faccia sen. C : sen. A : : BA : BC (48) 

e similmente sen. C : sen. B : : BA : AC (48) 

si avranno in tal modo i Iati BC , AC . 

Caso ii. 

Che se diami i Iati AB , AC e I’ angolo C oppo- 
to ad uno di essi Iati AB ; si troverà 1’ angolo 
in B ojiposto all’ altro Iato AC facendo 

AB : AC : : sen. C : sen. B (48) 

Quindi sen. B si farà noto 5 c dalle tavole appa- 

rirà 1’ angolo B , per conseguenza quello in A , e 
lilialmente il terzo lato BC (Cas.i.) 

E però da avvertirsi per questo secondo Caso , 
che se mai 1 ’ angolo dato è opposto al lato mag- 
giore , allora 1 ’ angolo opposto all’ altro lato dato 
dovrà essere necessariamente acuto 5 poiché dev’ 
essere minore del dato ( 1 . 4 . V.) , e quindi acu-> 
to , quando anche quello sia ottuso ; mentre un 
triangolo non può avere due angoli ottusi , o uno 
ottuso, e 1’ altro retto . Che se poi 1’ angolo dato 
è opposto al lato minore, com’ è nella fig. g, 
in cui 1’ aaigolo .dato C sta opposto al lato BA 
minore di AC ; allora la specie dell’ angolo op-» 
posto al lato AC sarà dubbia , cioè potrà esso 
essere acuto , o ottuso . In fatti descrivendosi 
col centro A intervallo il lato minore AB il cer- 
chio BOF ; questo dovrà segare il lato BC in b , 
c congiunta la Ab avrà gli stessi dati sì il trian- 
golo ABC , che 1’ altro AiC 5 per conseguenza si 
sarà in dubbio se si risolva 1 ’ uno , o 1 " altro , a 
meno che le circostanze della quislione non tol- 
gano 1 ’ incertezza . , 
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Caso m. 

E se skn dati i due lati SA , AC (Jìg-U'} e 
1’ angolo iu A da essi compreso : si troverà cia- 
scuno degli angoli alla lase facendo 

Jj | ^ p ^ 

AC-}-AB:CA — AB teng. — - — : lung. — - — (5o) 

Si avrà in tal modo la tangente dell' angolo, eh’ è 
Semidiffereuza degli angoli B, C, e quindi un tal 
angolo si farà nolo dalle tavole : e perciò se esso 
si aggiunga alla metà della somma degli angoli B, 
C si avra 1’ angolo maggiore 13 , se se ne tolga si 
avrà il minore C (*) . 

Caso iv. 

Finalmente se sicn dati i tre Tali BC , CA , AB 
(fiS- 9 ) i c si cerchino gli angoli . 

Si abbassi sul maggior lato BC la perpendico- 
lare AD dal vertice dell’ angolo A , che gli è op- 
posto , e poi si faccia 

EC : CA-f-AB CA— AB : CD— DB (4 9 ) . 

Ed avuta questa differenza de’ segmenti della ba- 
se BC si aggiunga essa alla metà «di taf base, a fi- 
ne di averne il maggior segmento CD % e poi se 
ne tolga per ottenere il minor di essi b’1) *: é chia- 
ro die dalla risoluzione de’ due triangoli retlan- 


(*) Che essendo M La somma di due quantità , 
ed N la differenza loro , ~'Ji’-f-A) dinoti la mag- 
giore, ed ~'M- — N) la minore , si può intuitivamen- 
te rilevare dal ve /ere , che in effetti A ) 

*j (A/— IV) ~ M , ed al contrario die - J/-4-A) . 

= N. 
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goli ÀBD , ACD , i quali hanno le condizioni dej 
Gas. 2 . del .Probi prec. , si faranno noli gii an- 
goli B , C , e per conseguenza il terzo A . 

Ed ecco mollili tull’i casi de* triangoli obbli- 
quangoli . C. B. F. 

5.|. I rislretli limiti di un Trattato elementare di 
Trigonometria non permei trndomi un’estesa ap- 
plicazione de’ principi stabiliti, mi limiterò a darne 
qui un saggio nel seguente Problema , il qua] 
comprende più di uno Je’ casi di risoluzione poc* 
anzi esposti . Del resto chiunque volesse spaziarsi 
nell’ applicazione della Trigonometria Tteltiline» 
alla Geometria , polrà dirigersi al dolio Trattato 
di Trigonometria del Sig. Cpgnoli , in dove verso 
la fine del Gap. XL troverà molli di questi esem- 
pi ingegnosamente condoni ; e nel Gap. XIII. po- 
lla anche estesamente istruirsi nelle pratiche di 
tal Trigonometria sul terreno - 

PROPOSIZIONE XV. 

PROBLEMA. ' 

55. Dati ì tre angoli piani che comprendono un 
angolo solido 4 determinare V inclinazioni: di que’ 
piani ne' quali esistono due di essi angoli . 

L’angolo solido proposto sia quello in A (/7o\n) # 
e preso in un suo lato AD il punto D ad arbitrio, 
si elevino ad un tal lato , e ne’ piani DAB . DAC 
rispettivamente , le perpendicolari DB , DC : è 
chiaro che P angolo BAG dinoterà 1’ inclinazione 
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del piano DAB all’ altro DACT ( d. 6. XI. ) . 

Si congiunga la BC , e poi si risolva ciascuno 
de’ triangoli rettangoli ADB. ADC ne’ quali è no- 
to il cateto AD, die gli é comune , ed inoltre nel 
primo di essi è nolo 1’ angolo DAB , è nell’ altro 
l’angolo DAC (Cas.3. p. i4) j si faranno note nel 
primo le BD, BA , e nel secondo le CD, CA . Ciò 
posto nel triangolo CAB vi saranno noli i due lati 
CA, AB , e 1’ angolo in A da essi compreso } die 
perciò si farà nota la CB (Cas.3. p.ió) . E final- 
mente nel triangolo CDB essendovi noti i tre lati, 
si determinerà 1’ angolo CDB (Cas.4- p.i5). C.B.D. 

FINE 

DELLA TRIGONOMETRIA RETTILINEA. 
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ELEMENTI 

DI TRIGONOMETRIA SFERICA 


DEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI. 


PROPOSIZIONE I. 

teorema. 

56 . La comune sezione di un piano con una 
sfera è un cerchio. 

La sfera BAE (fig. 12) sia segata dal piano ABC, sul 
quale dal centro O della sfera si abbassi la perpendi- 
colare OD-, e presi ovunque nel perimetro, della se- 
zione ABC i punti B, C, si uniscano le OB, OC, DB, 
DC . E poiché la OD è perpendicolare al pian? 
ABC , gli angoli in D saranno retti 5 e perciò i 
due triangoli rettangoli ODB , ODC avendo ugua- 
li le loro ipotenuse OC , OB , ed il cateto OD 
comune , dovranno avere anche uguali gli altri ca^ 
teti DB , I)C . Laonde tutti i punti del perime- 
tro della sezione ABC sono equidistanti dal pun- 
to D , eh’ è dentro di tal sezione ; quindi essa sa- 
rà un cerchio , ed il suo centro sarà D . C. B. D. 

5j.Cor. 1. Il centro di ogni cerchio, che rappre- 
senta una sezione fatta in una sfera è dunque quel 


Digitized by Google 



4 o E I. E M E Jt T 1 

punto in clave il piano di una tal sezione è incon- 
trato dalla perpendicolare abbassatali dal centro del- 
la sfera : e di più il quadrato del raggio di questo 
cerchio è -quanto la differenza de’ quadrati del 
raggio della sfera , e della distanza del centro di 
essa da quello «Iella sfera . 

58 . Cor. 2. Ciò posto è manifesto, ebe a propor- 
zione clie si minorerà la distanza del centro di 
un di qne’ cerchi da quello della sfera , maggiore 
si farà il cerchio ; c che questo diverrà il massi- 
mo , allorché il piano die ha segata la sfera passa 
per lo centro di questa : e che perciò 

59. Def. 1. Tutti que’ cerchi che hanno per 
«entro quello della sfera si dicono massimi , e si 
chi a man poi 'cerchi minori tutti gli altri. 

60. Cor. 1. Per due punti della superficie di 
ima sfera non vi passa che un solo cerchio massi- 
mo ; poiché il piano di questo dovendo passare 
anche per lo centro della sfera , viene a passare 
per tre punti dati, e perciò è determinato (a.XI), 

61. Cor. 2. Di più due cerchi massimi intersegan- 
dosi in una retta , -che passa* per lo centro co- 
'mune di essi , e ch’ò perciò un diametro , debbo- 
no restar divisi scambievolmente per metà , e le 
loro circonferenze 6Ì verranno ad inlersegare alla 
'distanza di 180° . 

62. Def. 11. Quel diametro della sfera , di’ è 
perpendicolare al piano di un circolo massimo, si 
'dice suo asse: e gli estremi di un tal diametro ne 
sono i poli . 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli 
altri cerchi paralleli a quel circolo massimo . 
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6.?. Cor. È chiaro dall* addotta definizione , che 
due cerchi massimi non possono avere un mede- 
simo polo : poiché altrimenti la congiungente un 
tal polo col loro centro comune, sarebbe perpen- 
dicolare a due piani diversi - Di più , che se per 
i poli di un circolo massimo ne passi un altro j 
gli archi di questo frapposti tra un «le’ poli , e 
la circonferenza del primo cerchio sieno di 90° , 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

64. Il raggio di una sfera sta a quello di un suo 
cerchio minore , come il raggio trigonometrico al 
BC'io dell' arco di cerchio massimo , eh' è tra la 
circonferenza del cerchio minore y ed il polo di esso. 

Sia A TIC un cerchio minore , il cui polo sia E} 
sarà il suo raggio DB seno dell’arco DE (11) $ 
ma nel triangolo rettangolo EDO sta 1' ipotenusa 
OB , cioè il raggio della sfera, al cateto BD , co- 
me il raggio trigonometrico al seno dell’ angolo 
BOD , o dell’ arco BE ( 45 ) . Dunque ec. C.l) I). 

65. Cor. Essendo i raggi di due cerchi come le 
Toro circonferenze (se.p.S Arrh. ), e quindi come 
le 36ome parti di queste (i5.Y.)., cioè come i loro 
gradi ; ne segue , che il grado di un cerchio mas~ 
simo sta a quello di un cerchio minore , come il 
raggio trigonometrico al seno dell' arco di cerchio 
massimo , eh' è tra il cerchio minore , ed il suo polo » 

66. Def. ni. Ij' angolo sferico è la scambievole 
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inclinazione di due archi di due cerchi massimi 

sulla superficie di una sfera . 

67. Def. iv. Triangolo sferico è poi quella por- 
zione di superficie sferica , eh’ è terminala da tre 
archi di tre cerchi massimi . 

PROPOSIZIONE HI. 

teorema . 

68 . Se in due archi disuguali si adatti una 
stessa corda ; l'arco più piccolo che questa tronche- 
rà dal maggior cerchio , sarà minore dell' arco più 
piccolo , che la stessa tag'ierà dal cerchio minore. 

Sieno ABC , BEA ( fig i 3 ) i due cerchi, ed AB la 
loro corda comune : e tirala per gli loro centri F, 
G la retta EelIK , si uniscano le BH , HA , BK , 
KA . Inoltre si tiri la AeL, e finalm lite uniscan- 
si le Be , BL . E poiché gli angoli BeA , BKA 
fanno due retti, del pari che gli altri BLA, BHAj 
perciò quelli saranno uguali a questi . Ma 1 ’ an- 
golo BK.A è minore dell’altro BUA; adunque l’al- 
tro angolo BeA dovrà esser maggiore di BLA ; e 
quindi il punto e dell’ arco BeA dovrà cadere al 
di sotto dell’altro arco BEA : che perciò 1 ’ arco 
BEA dovrà esser maggiore dell’ altro BeA. C.B.D, 

aliter 

I due cerchi proposti AED, òEc (Jig.\^) suppon- 
gaci toccare al di dentro in E; si tiri la retta EFG 
per gli loro centri, e s’intendano applicate nell’uno, 
e neU'allro cerchio le corde bc uguali, BC perpeu- 
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dicolarmente alla retta EFG, ed uguali tra loro: è 
chiaro che se il centro F del cerchio AEc si sup- 
po nga scorrere sulla retta FE , finché il punto K 
passi in TI , cioè finché la bc coincida colla BC , 
ed i punti A, c cadano sopra gli altri B, C ; in tal 
caso 1 ’ arco AEc dovrà necessariamente compren- 
dete 1 ’ altro BEC , e quindi esserne maggiore . 

69. Cor. Quindi Varco di cerchio massimo minore 

della semicirconferenza rappresenta la minima di- 
stanza , sulla superficie della sfera , tra i due pun- 
ti pe' quali passa . Ed è per questa ragione, ed 
anche per 1’ altra, che gli archi di cerchi massimi 
sono determinati , quando è dato il raggio della 
sfera cui si appartengono , eh' essi si prendono 
per lati de’ triangoli sferici . , 

70. Scol. Che l’arco circolare AEB sia maggiore 
dell’ altro AeB , si rileva facilmente dal principio 
l. de’ Teoremi di Archimede; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB, AeB (fig.i'i) le tangenti 
AY, AX nel punto A in dov’essi s’ intersegano, e 
poi si tiri la AZ,che divida comunque l’angolo YAX 
compreso da quelle tangenti ; una ta! retta non po- 
trà intersegare , che il solo arco esteriore AEB . E 
quindi chiaramente ne risulta , che si possa iscrive- 
re in questo un perimetro, che non abbia di comune 
coll’ arco AeB che i soli estremi A , B . Ed è fa_ 
cile il vedere , che si possa anche circoscriver sem- 
pre all' arco AeB un’ altro perimetro di cui due 
lati sien parti delle tangenti tirate per A , B , e 
che affatto intersegln quel primo . Or è 
che essendo 1 " arco AEB maggiore del perimetro 
in esso iscritto , sia anche maggiore dell’altro pe- 
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l imelro circoscritlo all’arco A eB, e quindi di [al arto. 


PROPOSIZIONE IV. 
teorema. 

ji. Se in una sfera si tirino i tre cerchi massimi 
ADB , AEB , AFB ( fig. i5. ) i quali abbiano lo 
stesso diametro AB ; gli angoli sf rici in A, ed in 
B , che vengono formati dalle circonferenze di que- 
sti cerchi , saranno proporzionali agli archi DE , 
EF dell'altro cerchio massimo , che ha per asse la 
AB , e che sono intercetti tra le circonferenze di 
qu -' primi cerchi : cioè , sarà l' angolo DAE all' 
altro EAF , come l' arco DE all' arco EF . 

Imperocché si prenda 1’ ai’co DC = DE , e 
I* altro FG = DF , e s’ intendano descritti , per 
gli punti C , e G gli altri cerchi massimi ACB , 
AGB : è chiaro che se il punto C passi in D , il 
punto D' passerà in E , e 1’ angolo CAD comba- 
ccrà all’altro DAE ; che perciò essi saranno u- 
guali . E similmente 1’ angolo GAF sarà uguale 
all’ altro FAE . Laonde 1’ angolo CAE , c 1’ arco 
CE saranno ugualmente multiplici dell’ angolo 
DAE, e dell’arco DE ; come pure 1’ angolo EAG, 
e l’ arco EG saranno ugualmente multiplici dell’ 
angolo EAF, e dell’ arco EF. Ma è poi vero che 
1’ angolo CAE uguaglierà , sarà maggiore , o pur 
rópore dell’angolo EAG, secondo clic 1’ arco CE 
pà reggerà , sarà maggiore , o minore dell’arco EG. 
Adunque dovrà $tare l’ angolo DAE all’ angolo 
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EAF, come 1' arco DE all’arco EF . C. B. D. 

•ji Cor. Essendo gli archi DE, EF cdme gli an- 
goli DOE , EOF al centro del cerchio HOK. ; sa- 
ranno anche gli angoli sferici DAE , EAF come 
gli angoli DOE , EOF . Ma questi angoli sono 
precisamente quelli che rappresentano 1 ‘ inclina- 
zione de’ cerchi ÀDB, AEB ; AEB, AEB. Laonde 
gli angoli sferici sono come gli angoli d' inclinazione 
de' gialli de' cerchi, le circonferenze de qua i com- 
prendono gli angoli sferici. E siccome se tirinsi a’ 
due cerchi ADB , AEB le tangenti AL , AM nel 
punto A ; l’angolo LAM è quanto l’angolo DOE; 
quindi anche /’ angolo LAM delle tangenti ì luti 
di un angolo sferico DAE , nel vertice di esso , 
si pub prendere per l' angolo sferico . 

fi. Scol. Essi ndo di 3tìo° 1’ intera circonferenza 
HEK ; anche di 36o° dovranno essere lutti gli an- 
goli sferici , che si verranno a formare in A da 
quanti cerchi si vogliono . E così si potrà dimo- 
strare, che gli angoli sferici verticali sieno uguali; 
clic gli angoli sferici conseguenti sieno uguali a due 
retti ; ed altre cose , che per Brevità tralascio . 

PROPOSIZIONE V. 

* 

TEOREMA. 

^4 - Ogni lato di un triangolo sferico è minore di i8o°. 

Imperocché sieno DC, DA (fig 16 ) due lati di un 
angelo sfeiico; è (gli chiaro, che per terminare uu 
triangolo sferico , debbono questi esser segali da 
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un terzo arco ÀC prima che si riuniscano di mio* 

vo in B , alla distanza di i 8 o° da D . Dunque cc, 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

?5. La somma di due lati di un triangolo sfe- 
rico è sempre maggiore del terzo . 

Poiché tirandosi da’ vertici .degli angoli di un 
triangolo sferico i tre raggi al centro «Iella sfera 
cui esso si appartiene : si verrà a formare un an- 
golo solido in cui due d»* tre angoli che lo com- 
prendo:!' n no sempre maggiori del terzo ( 20 . XI): 
die perciò i lati del triangolo sferico misurando 
quegli angoli , dovi-anno esser tali , che due , co- 
munque presi sieno sempre maggiori del terzo . 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

76 . I tre lati di un triangolo sferico presi in- 
sieme sono minori di 3tìo° . 

Sia il triangolo ADC , i cui Iati DA , DC si 
prolunghino fino ad incontrarsi di nuovo in R : 
ed essendo AC minore di AB-{-BC ( 75 ), ed AB-j-BC 
= 36o° — AD — DC $ sarà AC minore di 36o° 
— AD — DC . Laonde aggiuntovi di comune 
AD -j- DC , sarà AC-f-AD -f- DC minore di 3tìo° . 
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77. Cor. Quindi si potrà sempre supporre , che 
Un triangolo sferico sia la base di un angolo so- 
lido , che ha per vertice il centro della sfera cui 
si appartiene un tal triangolo , ed i cui angoli so- 
no misurati da’ lati di questo (75,76) . 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA, 

78. Se in un triangolo sferico , preso per polo 
■ciascun vertice de' suoi angoli , si descrivano tre ar- 
dii di cerchi massimi ; questi incontrandosi forme- 
ranno un altro triangolo sferico , i cui lati , e gli 
•angoli saranno supplementi degli angoli , e de' 
lati del proposto . 

P. 1. Imperocché essendosi descritto col polo A 
(fg-ij) 1 ’ arco DE , è chiaro che il punto E sarà 
distante per 90° dall’ altro A; ma col polo B si è 
descritto 1 ’ altro arco 1 E , che perciò E è anche 
a 90° di distanza da B : adunque il punto E sarà 
polo dell’ arco AB , E così pure si dimostra , che 
D sia polo di AC, ed F di BC. Ciò posto si pro- 
lunghi l’arco AB in G , e l'altro AC in II: e poi- 
ché GE ~ 90° = DH ; sarà GE -|- DH = 180 0 
= DII -f HE -f GH = DE -j- GH . Ma GII è 
misura dell’ angolo sferico A (71) . Dunque DE è 
sujiplemento di A. Ed in simil guisa si dimostre- 
rà essere DF supplemento di C , ed FE supple- 
mento di B . 

P. 2. Si prolunghi GA in L , sarà GL misura 
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ilell’ angolo E (71) . Ma GA = 90° = BL , e 
perciò GA-j-BL , cioè GL-j-AB=i8o° . Dunque 
1 ’ angolo E è supplemento dell’ orco AB . Eri in 
simil maniera si dimostrerà esser i’ angolo F sup- 
plemento di BC, e l’angolo D supplemento rii AG. 

79. I triangoli ABC, FDE si chiamano supple - 
mentali , o polari 1' uno dell’ altro , 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

80. I tre angoli di un triangolo sferico sono 
sempre maggiori di 180° , e minori di 04°° • 

P. 1. Imperocché se gli angoli di uu triangolo 
sferico non sono maggiori di 180° ; i lati del tri- 
angolo supplementale saranno 36 o° , o anche di 
più . Lo che ripugna (76) . 

P. 2. Che se la somma degli angoli di un tri- 
angolo sferico potesse pareggiar 5 {o° , cioè 6 ret- 
ti , o almeno un di essi dovrebbe esser maggiore 
di due retti, o ciascuno de’ tre pareggiar due ret- 
ti . El 1 una cosa , e 1’ altra è impossibile ; poiché in 
tal caso di questa stessa grandezza dovrebbero an- 
eli’ essere gli angoli rettilinei , che rispetti vameu- 
te gli pareggiano (72). 

8i. Cor.i. Da ciò ne segue, che prolungandosi 
un de' lati di un triangolo sferico , V angolo este- 
riore è sempre minore de' due interiori , ed op- 
posti ; poiché questi insieme col terzo angolo dpi 
triangolo fanno più di 180° j mentre quello insieme 
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collo slesso terzo angolo sono uguali a i 8 o° ( 78 ). 

Sa. Cor.'i. E se un triangolo sferico ha un an- 
golo retto , gli altri due possono essere o anche 
retti , o ottusi , o pure acuti ; ma in quest’ ulti- 
mo caso ciascun di essi deve esser sempre mag- 
giore di 45° « 

83. Scol. La somma degli angoli di un triangolo 
sferico potendo variare da 180 ° Cno a 54o° , ne 
segue , che a differenza de’ triangoli rettilinei , 
negli sferici non si può da due angoli determina- 
re il terzo 5 che perciò i tre angoli di un trian- 
golo sferico non formano due dati , come ne’ ret- 

o • ’ 

tjliuei } ma tre distinti . 

PROPOSIZIONE X, 

TE O R E M A . 

4 

84 * Due triangoli sferici che hanno i lati u-i 
guali , ciascuna a ciascuno , e che sono nglla stes- 
sa superficie sferica , hanno anche uguali gli an- 
goli compresi da' lati uguali . 

Cas.i. Sicno BAC, hoc i triangoli sferici proposti; 
e primieramente i lati uguali corrispondansi alla 
stessa parte , cioè BA sia uguale a ha (fig.iS.n.i), 
CA a ca, e BC a bc. Sia inoltre O il centro della 
^fera alla quale essi si appartengono ; c da questo 
punto s’ intendano condotti i raggi a’ vertici de- 
gli angoli de’ proposti triangoli : è chiaro che si 
verranno in tal modo, a costituire nel punto O 
due angoli solidi ( 77 ) compresi ognuno da tre an- 
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g ìli ugual!, ciascuno a ciascuno; che perciò essi si 
potranno far combaciare; ed allora cadrà il punto 
a in A, c in C , b in B : quindi il triangolo bac 
combacerà coll’altro BAC; e perciò gli sarà uguale. 

Cas. a. Che se i lati uguali non si corrisponda- 
no , come si vede nella fig.iS.n.% , ove il lato BC 
del triangolo BAC è da una parte , e 1’ uguale bc 
nell’ altro triangolo bac è dall’ altra : in tal caso 
è chiaro , come la figura stessa rappresenta , che 
i due triangoli sferici BAC , bac sien propriamen- 
te quelli, che sottendono due angoli solidi verticali 
posti al centro O di una sfera . Or si vede , che 
il piano BA ha s’ inclina all’ altro BC bc sotto un. 
angolo, eh’ è uguale sì a quello compreso dagli ar- 
chi BA , BC , che dagli altri ba , bc ( 71 ) . Laonde 
i due angoli sferici ABC, abe sono tra loro uguali. 
E similmente si dimostrerà, clie sia 1’ angolo ACB 
uguale all’altro acb, e l’angolo BAC uguale a bac. 
Dunque ec. C. B. D. 

85. Cor. Da questa proposizione se ne deriva 

Y altra, che: Se due triangoli sferici , che sono nel- 
la stessa superficie sferica , hanno gli angoli ugua- 
li , ciascuno a ciascuno , avranno anche uguali , 

V uno , all ’ altro , i lati che sottendono questi angoli . 
Poiché avendo i triangoli proposti uguali rispet- 
tivamente gli angoli ; i loro supjdementali avran- 
no uguali rispettivamente i lati : quindi do- 
vranno essere equiangoli ( 84 ) ; e perciò i loro 
supplementali , cioè i proposti , saranno equilate- 
ri tra loro . E ciò costituisce una differenza es- 
senziale de 1 triangoli sferici da’ rettilinei . 
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PROPOSIZIONE XI.. 

TEO REMA. 

86. Due triangoli sferici , che sono sulla medesi- 
ma sfera , se hanno due luti uguali a due lati , 
ciascuno a ciascuno , e l'angolo compreso uguale all ’ 
angolo compreso-, avranno la base uguale alla base. 

Cas. ì. Sieno BAC , bue (fg i8.n.i) i triangoli 
sferici proposti , c sieuo essi primieramente tali , 
che i lati uguali si corrispondano, in modo che sia 
BA—ba, BC =bc , e 1 ’ angolo B=ò ; è manifesto 
che il triangolo bac si può far combaciare coll'al- 
tro BAC , e quindi che siano uguali le rimanenti 
cose dell’ uno , e dell’ altro . 

Cas. a. Che se quei triangoli non sieno simil- 
mente disposti , come gli dinota la fg.i 6 .no. 5 al- 
lora congiunto similmente, il centro O della sfe- 
ra , cui essi si appartengono, co’ punti A , B , C, 
a , b , c , è chiaro che essendo gli archi AB , BC 
Uguali agli altri ab, bc, sien pure gli angoli AOB, 
BOC uguali agli altri aOb , òOc; ma di più 
i piani AOB , aOb sono similmente inclinati agli 
altri COB , cOb ; poiché gli angoli ABC , abe si 
sono supposti uguali (77)- Adunque è facile il ve- 
dere, che se pongasi il raggio BO in diretto coll’ 
altro O b , debba il raggio AO essere in diretto 
coti Ou , e CO con Oc : che perciò gli angoli 
A OC , cOa saranno uguali; c quindi anche gli ar- 
chi AC , ac. C. B. D. 

* 
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PROPOSIZIONE XII- 

TEOREMA. 

87. Se due triangoli sferici di una stessa sfera , 
hanno un lato uguale ad un lato , e gli angoli 
adiacenti a questi lati sono anche uguali ; saranno: 
pure uguali i rimanenti lati , ciascuno a ciascuno , 
qu Ili , cioè , che sono opposti agli angoli uguali % 

Cas. 1. Sieno primieramente i triangoli sferici 
BÀC , bac (Jìg. 18. n. 1.) disposti in modo, che si 
corrispondano gli angoli uguali, cioè che essendo- 
BA uguale a ha , sia l'angolo BAC=Aac, e l'angolo 
ABC=aAc : è manifesto , eh’ essi si potranno far 
combaciare ; e perciò sarà vero ciò che si è prò-, 
posto . 

Cas. 2. Che se gli angoli Hguali noli si' corri-, 
spondano (fg.i$.n.‘z)-, allora è chiaro, che congiunti 
i -vertici degli angoli di ciascuno de’ triangoli col 
centro O della sfera , se suppongasi che gli angoli 
uguali AOB , bOa sieno verticali ; debbano per 
1 ’ uguaglianza degli angoli CBA, eba, i piani BOC r 
e bOc esser similmente inclinati allo stesso piano, 
AB ba (72) : che perciò questi ne costituiranno uiv 
solo 5 ed un solo ne costituiranno , per la stessa 
ragione , i due altri piani COA , «Oc . Adun- 
que le CO y Oc rappre-senteranno una sola line^ 
vetta ; e quindi saranno uguali sì gli archi BC % 

Ac, che sii altri CA , c a, C. B. P. 


— - 
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PROPOSIZIONE Nili. 

TEOREMA. 

88 . Gli angoli alla, base di un triangolo sferico 
isoscele sono uguali tra loro . 

Ed un triangolo sferico , ch'e ha due angoli 
Uguali ; ha pure uguali i lati che Qppongonsi ad 
'essi . 

P.t. Si Bisegoli la Base BC in D (fg. 19), e per 
«questo punto , e per 1’ altro A si faccia passare 
l’arco DA di cerchio massimo; è chiaro che i due 
triangoli sferici ABD, ACD, avendo i lati uguali, 
ciascuno a ciascuno , deBbano avere anche uguali 
gli ajigoli B , C , i quali sottendono gli uguali lati 

AC , AB (84) . 

P. 2. Il triangolo sferico BAC (fg. 1 j), avendo 
Uguali gli angoli in Ms c ; il suo supplementale 
DFE dovrà avere uguali i lati EF , FD. Laonde 
anche gli angoli in D , E saranno uguali (part. 1); 
e per conseguenza uguali saran pure i loro sup- 
plementi, cioè i lati AC , AB del triangolo sferico 
proposto » ... 

89. Cor. Quindi un triangolo sferico eh' è equila- 
tero^ deve essere anche equiangolo ; ed al contra- 
rio, un triangolo sferico equiangolo sarà equilatero. 

90. Cor. 2. Ed in un triangolo sferico isoscele , 
V arco di cerchio massimo che passa per lo vertice 
del triangolo , e per lo punto medio della sua ba- 
se , è perpendicolare a questa . 
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PROPOSIZIONE XIV. 
teorema. 

91. In ogni triangolo sferico , il maggior an- 
golo è sotteso dal maggior lato , ed il minore dal 
minore . Il maggior lato poi è sotteso dall' angolo 
maggiore , cd il minore dal minore . 

P. 1. Sia ADC (fig. 16) un triangolo sferico, in 
cui 1’ angolo C è maggiore dell’ altro A ; e per 
mezzo dell’arco Cd si supponga fatto l’angolo ACd 
uguale ad A , sarà 1' arco Ad=Cd (part.a.p.i3) ; 
e quindi 1’ arco AD , eli’ è quanto Ad-{-dD , sarà 
uguale a Cd-j-dD. Ma Cd-f-dD è maggiore di CD 
(y5) ; dunque anche AD sarà maggiore di £D . 

P. 2. Che se AD suppongasi maggiore di CD j 
1' angolo C dovrà esser maggiore dell’ altro A ; 
poiché nel caso che gli si supponesse uguale , sa- 
rebbe 1’ arco AD=DC (part.i) $ e supponendosi 
l’angolo C<A , ne risulterebbe 1’ arco CD>AD. 
E 1" una , e 1’ altra cosa ripugna alla supposizione 
fatta . 

Adunque in ogni triangolo sferico ec. C. B. D* 
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PRINCIPI PER LA RISOLUZIONE DE’ 
TRIANGOLI SFERICI . 


AVVERTIMENTO. 

» 

93. Per Lievità dinoteremo con A , lì , C gli 
angoli di un triangolo sferico , indicando queste 
lettere , quelle che sono al vertice di essi ; e con 
a , b, c esprimeremo que‘ lati di un tal triangolo» 
che sono opposti a quelli angoli . 

93 Def.iu. La Trigonometria sferica dà le regole 
per risolvere su i triangoli sferici quello stesso 
Problema, che la Trigonometria Piana risolve su 
i triangoli rettilinei , cioè : Date tre di quelle che 
diconsi parti del triangolo sferico , non. esclusi i 
tre angoli ( 83 ) ; determinare le tre parti , che ri- 
mangono . 

g^Aco/.Essendo sei le parti di un triangolo sferico 
trigonometricamente considerato, delle quali in ogni 
quistione ne debbono esser date tre , non esclusi 
i tre angoli ; ne segue , eie i casi di un tal Pro- 
blema generale dovrebbero esser 20 . Ma siccome 
alcuni di essi distinguonsi nella grandezza de’dati, 
e non già nella qualità loro, essendocene sei ne’ 
quali sono sempre dati due angoli, ed un lato op- 
posto ad uno di essi; sei altri in cui sono dati due 
Iati, ed un angolo ad un di essi opposto; e cosi pure 
tre in cui sono dati due angoli , ed un Iato adja- 
cente ; e tre altri in cui sono dati due lati . e 
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1’ angolo compreso , ciò fa sì , clic le regole per 
la risoluzione ' de’ 20 casi debbono generalmente 
riguardare i sei seguenti 

I. Se sieri dati i tre lati . 

II. O i tre angoli . 

JIT.iS'e sien dati due lati , c l'angolo da essi compreso » 

IV. O pure due angoli , cd il lato che gli è adiacente. 

V. Se sien dati due lati , ed un angolo ad un di 
essi opposto . 

,V I. O pure due angoli , ed un lato opposto ad 
un di essi . 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi 
casi posson. dedursi da’ tre seguenti Teoremi . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

<) 5 . In ogni triangolo sferico i seni de' lati so- 
no come i seni degli angoli ad essi opposti . 

Sia CBA (fg.i o) un triangolo sferico, ed i suoi 
lati CB , CA , AB sieno archi di cerchi massimi di 
una sfera, il cui centro sia S, e si uniscano le CS, 
BS , AS . Ciò posto dal vertice di un qualsivoglia 
angolo C si abbassi sul piano ad esso opposto 
ASB la perpendicolare CD, e poi da D su i Iati 
SA , SB si calino le perpendicolari DE, DF, e si 
Uniscano le CE , CF . E poiché il piano DEC é 
perpendicolare all’ altro SAB (18. XI.) , ed SE , 
che esiste in questo piano è perpendicolare alla 
loro comune sezione DE ; sarà perciò essa anche 


Digitized by Google^ 



di Trigonometria. 
normale al piano CED (d.f.XI.), e quindi alla retta 
CE die giace in esso, die perciò essendo le CE, 
ED perpendicolari nello stesso punto E alla co- 
mune sezione SA de’ piani SAC , SAB in cui esse 
rispettivamente esistono ; 1’ angolo CED dinoterà 
r inclinazione dì tali piani ( d.6.XI. ) . E simil- 
mente si dimostra , che 1’ angolo CFD sia quello 1 
d’ inclinazione del piano CSB all’ altro SBA . 
Laonde gli angoli CED , CFD che rappresentano 
le inclinazioni de’ piani CSA, CSB, in cui esisto- 
no gli archi CÀ, CB al piano ASB in cui è 1’ ar- 
co AB 5 si potranno prendere per gli angoli in 
A , e C del triangolo sferico CAB (^a) . 

Or poiché nei triangolo rettilineo CED rettan- 
golo in D sta 

CE t CD :: R : sen. CED (45) 
e similmente nell’altro triangolo rettangolo DCF,st$ 
DC : CF :: sen. CFD : R 

sarà per equalità pevlurhata 

OE : CF II sen. CFD : sen. CED 
Ma CE , e CF sono rispettivamente i seni degli 
archi CA , CB 5 e gli angoli CFD , CED sono 
gli stessi che gli angoli in C , ed in A del trian- 
golo sferico CAB . Adunque sarà 

sen. CA r sen. CB II sen.B : sen. A 
E similmente si potrà dimostrare, che sia 

sen. CB : sen. BA II sen. A : sen.C . 
Laonde i seni de' lati «li un triangolo sferico ec. 

96. Scol. Questo Teorema comprende già in se la 
risoluzione de’ casi enunciati ne’ precedenti numeri 
V , e VI , come potrà vedersi Beile Proposizioni 
il , e », 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

97 . Il coseno di un lato di un triangolo sferico 
è uguale al prodotto de' coseni degli altri due la- 
ti , aggiuntovi il prodotto de' seni di cjuesti nel 
coseno dell' angolo da essi compreso . 

SI supponga fatto P apparecchio stesso del pre- 
cedente teorema , e poi dal punto E si abbassi 
la EG perpendicolare alla SB , e per D si tiri 
alla stessa SB la parallela DH . Ed essendo gli 
angoli GES , GSE uguali ad un retto , essi pa- 
reggeranno 1’ angolo SED , eh’ è retto : laonde 

togliendone di comune P angolo GES , resterà 
1’ angolo GSE , o BSA uguale ad HED. 

Or nel triangolo EIID rettangolo in H, deve essere 
HD~DE.sen.DEH (45):=DE.sen.ESA:=:DE.sen.cj 
ed è poi DE=EC.sen.ECD=EC.cos.DEC= 
sen.è.cos.^: laonde sarà HD=rsen.è.sen.c.eos. A. Afa 
SG=SE.cos.ESG=SE.cos.c; ed SE=SC.cos.ESC 
= iX c os.è. Adunque sarà SG=cos.Z».cos.c : Per lo 
che essendo SF=SG-f-GF=SG-f-DII , sarà 
cos.a=rcos.è.cos.c-J-sen.è.sen.c.cos.A 
Cioè in generale il coseno di un lato è uguale ec». 
98 . Cor. Essendo 

cos.azncos.A.cos.c-f-sen.è.sen.c.cos. A 
cos.c.=cos.i.cos.a-f-sen.A.seu.o. cos.C 

sen n.sen.C 

Sen.c = . 

sen, A 


(<P) 
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si avrà sostituendo questi valori di cos.c, e di sen.c 
nella prima equazione 

cos. «=:cos.ò(cos.ò.cos.a-(-sen.ò.sen.a,cos.C ) 

cos.A 

-f-sen.ò.scn.a.sen.Cx 7- 

sen.A 

e quindi sarà col. A = 

co.-. A cos.a — cos.ò'*cos.a — sen.ò.sen.a.cós.fc.cos.C 

sen.A srn.ò.sen.a.sen.C 

e ponendo in tal espressione 1 — sen.ò a per cos.6 a 

cos « . fy cos.C . 

(aqY cot.a per e cot.C per , sì avra 

v r sen. a , sen. t. 

sen b 

cot. À = cot.a. r; — cos.ò.cot.C 

sen.ti 

E se invece di eliminar dalla prima equazione 
cos.c , e sen.c si fosse eliminato cos. è, e sen.ò, si 
sarebbe trovato ugualmente 

sen.c „ 

cot.A =' cot.a. 5 — cos.c. cot.B 

99.^0/. Siccome dati i seni degli archi b, c, sono 
anche dati i loro coseni; così l’equazione del presen- 
te Teor., la quale esprime il rapporto, che v’ò tra 
un lato di un triangolo cogli altri due , e coll’an- 
golo da questi compreso , non contiene che sola- 
mente quattro grandezze diverse ; e perciò è chia- 
ro che da tre di esse si potrà determinar la quarta. 
Cosi se sien dati sen.ò , sen.c, e cos.y/, vale a di- 
re due lati, e 1’ angolo compreso , si potrà deter- 
minai'e il terzo lato ; il che risolve i casi espressi 
nel n°. III. E se fossero dati i tre lati , e quindi 
cos. a,, cos. b, cos.c, sen.Z», sen.c; si potrebbero deter- 
minar gli angoli : ed in questo modo restano ri- 
soluti quelli altri casi , che coutengousi nel n°. E 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

too. Il coseno di un angolo è uguale al prodotto 
de' seni degli altri due angoli nel coseno del lato 
opposto a quel primo angolo , toltone il prodotto 
de' coseni di questi secondi angoli . 

Dinotino A', B', C' gli angoli del triangolo sup- 
plementale del proposto, ed a, b\ c i lati di esso} 
sarà 

cos.a' = cos.i'.cos.c'-{-sen.Z>'.sen.c\cos..d' (97). 
Ma cos.a = — cos.A (18) } cos.Z>' = — cos.B j 
cos.c' =: — cos.C; sen.b' = sen.B; seu.c — sen.Cj 
cos.A' = — cos.a . 

Adunque fatte queste sostituzioni , e poi molti- 
plicando per — x il risultato , si avrà 

cos.A=sen.B.sen.C.cos.a — cosB.cos.C . 

101. Cor. Se si facciano sull’ equazione 

cos. A=sen.B.sen.C.cos.a — cos.B.cos.C 
le stesse operazioni che si sono fatte nel Corolla- 
rio del Teorema precedente si otterrà 

sen.C 

cot.a = cot.A — -f- cot.o. cos.C 

sen.o 

102. Scol. E quindi se sieno dati gli angoli A, e 
C, ed il lato b adjacente ad essi, si saprà l’angolo B 
opposto ad un tal lato (100): e dandosi i Ire angoli, 
si potrà determinare ciascuno de’ lati . Vale a di- 
re> che per mezzo di questo terzo Teorema resta- 
no risoluti gli altri casi compresi ne’ num.IV, e IL, 
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Riduzioni delle analogie dimostrate ne’ prece- 
denti TEOREMI , NEL CASO , CHE IL TRIANGOLO 
SFERICO SIA RETTANGOLO . 

I0l. I. Essendosi dimostrato che sia 

sen. a : sen. A “ scn. A : sen. B 
se l’angolo in A sia retto, e quindi sen. A uguale al 
raggio; la presente analogia si trasmuterà nell’ altra 
sen. a : sen. A i : sen. B 
e darà luogo alla seguente verità 

In ogni triangolo sferico rettangolo , il seno dell * 
ipotenusa sta al seno di un lato , come il raggia 
al seno dell' angolo opposto ad un tal lato , 

10.4. II. Inoltre essendo 
1 xcos.a=cos.A.cos.c-j-sen.A.sen.c.cos. A ( 97 ) 
se il triangolo si supponga rettangolo in A , a 
quindi cos,A=o (18) , sarà i Xcos.a:=cos.A.cos.c j 
e perciò i : cos.A " cos.c : cos.a, cioè 
Jl raggio al coseno di un luto dell' angolo retto , 
me il coseno dell'altro lato al coseno dell' ipotenusa. 
io 5 .HI. Or 1 Xcos.B=sen.Asen.Ccos.A — cosAcosG 
(100) ; e sen. A = 1, cos.A = o (18): laonde sarà 
l X cos.B =3 sen.C. cos.A ; 
e quindi 1 : cos.A sen.C : cos.B , cioè 
Il raggio al coseno di un lato , come il coseno 
dell' angolo adjacente al coseno dell'angolo opposta. 

io G.iSeo/. Le tre precedenti riduzioni de* Teoremi 
generali (90,97, 100), e le tre altre verità, che or 
ora dimostreremo. , formano , come si vedrà al n. 
li 5 , i principi di risoluzione per tult’i casi d^’ 
triangoli sferici rettangoli 1 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

» 

TEOREMA. 

1 oj.Tn ogni triangolo sferico rettangolo, il raggio 
Sta alla tangente di un angolo , come il seno del 
lato adjacente alla tangente del luto opposto . ♦ 

Sia CAB(y?g\2o) un triangolo sferico rettangolo in 
A, esistente su di una superficie sferica, clic abbia 
per centro il punto S . Si congiungano le SA, SO, 
SB , ed abbassata dal vertice C di uno degli al- 
tri due angoli la perpendicolare CE sulla SA , 
si tiri da E la EF perpendicolare alla SB , e si 
unisca la CF . É chiaro , che essendo retto l’an- 
golo sferico in A, debba il piano CSA esser per- 
pendicolare all’altro ASB (72) ; quindi che la CE 
sia a questo stesso piano perpendicolare (d. 4 .XI.), 
e per conseguenza che il piano CEF sia anche per- 
pendicolare all' altro ASB . Ma è poi la SF per- 
pendicolare alla comune sezione EF de’ piani ASB, 
EFC 5 quindi sarà essa normale a questo piano EFC, 
e perciò l’angolo SFC è retto (d. 3 .XI.): laonde l’an- 
golo EFC compresodalle EF, FC perpendicolari alla 
SB, sarà quanto l’angolo sferico in B(d.6.XI, en 0 ,ya). 
Or dal triangolo SFE rettangolo in F si rileva 
FF FF 

SE= — : e dall’altro SEC si ha poi 

sen.i bE sen.c 

CE CE . , EF CE 

SE= = : laonde — e 

tang.LSR tang.o sen.c tang.ò 

perciò EF:CE :;sen.c:tang.è. Ma per lo triangolo 
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CEF rettangolo in E, sta EF:CE :: i:tang.EFC » 
cioè::i:tang.B: dunque sarà i:tang.B::sen.c:taTig.ò. 

108. Scol. ì. Avendo tutt’ i seni lo stesso segno -J-, 
è chiaro che, nella precedente proporzione, debba- 
no avere il segno stesso sì tang.B, che tang.èj don- 
de se ne rileva , che : 2 V ’ triangoli sferici rettan- 
goli , ciascun lato è della stessa specie dell' angolo 
che gli è opposto , cioè, che il numero de’ gradi che 
gli dinota è per tutti due minore di go°, o maggiore. 

109. Aco/.ii.Di più essendo 1 >sen c; dovrà esser 
anche tang.B >tang.6. Quindi se mai i segni di queste 
sieno positivi, cioè che B, e b sieno ciascuno minore 
di go° (18), sarà B se poi saranno negativi , e 
perciò B, e b ciascuno maggiore di gó°, sarà B<ò 
(19) . Laonde ne' triangoli sferici rettangoli , ogni 
angolo obbliquo non può mai esser minore se acu- 
to , maggiore se ottuso del lato che gli è opposto 

PROPOSIZIONE XIX. 
teorema. 

110. In ogni triangolo sferico rettangolo , la tan- 
gente dell' ipotenusa sta alla tangente di un lato , 
come il raggio al coseno dell' angolo adjacente . 

Sia il triangolo sferico ABC rettangolo in A(^g\ 16), 
i cui lati, e 1’ ipotenusa si prolunghino sino a go°, 
e sieno essi BG , AF , BE : è chiaro, che il pun- 
to F essendo il polo dell’ arco BAG , debba es- 
sere a 90° di distanza dal punto B . Ma questo 
punto B è anclie distante per go° dagli altri E , 
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G . Adunque per gli tre punti F , E , G vi pas- 
serà un arco di cerchio massimo il cui polo è B (Oli); 
die perciò gli angoli in E , ed in G sono retti . 
Quindi 1 ' arco FE , eh’ c complemento dell' altra 
EG, sarà complemento dell’angolo B, che da quest’ 
arco è misurato : al contrario sarà 1 ' angolo F y 
eh’ è misurato dall' arco AG , il complemento di 
AB : ed è poi 1 ’ arco FC complemento di CA , e 
CE di CB . Ciò posto , poiché nel triangolo sfe- 
rico FEC rettangolo in E sta 

ì : lang.F M sen.FE : lang.CE (107) 
sarà, per l’apparecchio poc’anzi fatto, e permutali ila 
1 : cos.B n cot.BA : col.BC 
Ma sta cot.BA : cot.BC " tang.BC : tang.BA (17) 
Dunque sarà pure 1 : cos.B ;; tang,BC : tang.BA % 
, m. Scol. Il triangolo CEF suol dirsi compie - 
mentale dell’ altro BCA , 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

112. In ogni triangolo sferico, rettangolo il rag - 
gto sta al coseno del V ipotenusa , come la tangen- 
te di un angolo alla cotangente dell' altro . 

Fatto lo stesso apparecchio di poc’ anzi, si avrà 
nel triangolo sferico FCE complementale di BCA 
1 : lang.C ;; sen.CE : tang. FE (107) 
e perciò sarà nel triangolo BAC , c permutando 
1 : cós.BC II tang.C : cot.B 
ed anche 1 ; cos.BC ;; tang.B : cot.C (17) C.B.D. 
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RISOLUZIONE DE’ TRIANGOLI SFERICI „ 

n 3 . Le parti di un triangolo sferico possono i« 
modo combinarsi tre a tre , come si è veduto nel 
n °- 9 ; L c h e no risultino sei casi assolutamente diver- 
si , alla risoluzione de’ (piali sono sufficienti que* 
principi cbe dal n°. <)5 in poi abbiamo stabiliti y 
come passiamo a mostrare ne’ seguenti numeri » 
Intanto per serbare , per qua,nto si può , 1’ uni- 
formità di questo trattato con quello della Trigo- 
nometria Rettilinea , ed anche per proceder gra- 
datamente , incominceremo dalia 

Risoluzione be’ triangoli sferici rettangoli ^ 

. a 1 4- Un triangolo sferico può aver retti o tut- 
ti tre i suoi angoli, o due, o uno (8o) : nel pri- 
mo caso esso è intuitivamente risoluto ; poiché 
ciascuno de’ suoi lati deve necessariamente esser 
di 90° (77). Se poi ha due angoli retti, i lati che 
gli sottendono debbono essere anche di 90° : ma 
questi dati non ne formano che due , e quindi 
non valgono a far risolvere il triangolo . Ed in. 
fatti se per gli poli A , B del circolo massimo 
HEK. si facciano passare gli altri cerchi AEB , 
AFB , AGB ) è chiaro che tutti i triangoli sferici 
EAF , FAG hanno due angoli retti , ed i lati 
a questi opposti di 90° : che perciò questi stessi 
dati polendo appartenere ad infiniti triangoli di- 
versi 5 la specie delle rimanenti due parli di cia- 
scun di essi non può restarne determinata . Quel- 
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10 die si sa solamente si è , che il terzo lato, ed 

11 terzo angolo sono uguali tra loro , sicché dato 
1 ’ uno si ha anche 1 ’ altro . Dunque questo trian- 
golo né anche va compreso per la sua risoluzione 
nelle regole poc’ anzi date ; che perciò non ci 
resta a considerare , che quei triangoli sferici 
rettangoli , che hanno un solo angolo retto . 

PROPOSIZIONE XXL 


problema» 


il 5 . In un triangolo sferico rettangolo , date 
due delle sue parti } determinare le rimanenti . 

. Caso i. 

Sien dati (fig. 16 ) i cateti BÀ , AC ( b , c) . Per 
determinare 1 ’ ipotenusa BC (a) , si faccia 
R:cos AB ; ; cos AC;cos.BC(io 4 ); sarà cos.ar=cos.fc.cos.<? 
Si farà quindi noto cos.a , e 1 ’ arco a apparirà 
dalle Tavole . Se però cos.a risulti negativo , un 
tal arco sarà il supplemento di quello che nelle 
Tavole si sarà rinvenuto (18). 

Per aver poi 1 ’ angolo B , si faccia 


scn.AB;tang.AC::R:tang.B (107)^0 tang.B= 
E similmente si troverà essere lang.C=- 


tang.ft 
scn.c 
taug.c 
sen ,b 


Caso ii. 

Che se diasi un cateto AC (é) , e 1 ’ ipotenusa 
BC (a). Per aver l’altro cateto AB (c): dovrà farsi 

cos u 

cos.AC;cos.BC;:R:cos.AB (tou); sarà cos.c= 

v cos.ò 
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E si troverà poi 1 ’ angolo obbliquo C adjacenle al 
lato dato , con fare 

tang.BC:lang.AC;;R:cos.C (no) ; e cos.C=- * >n " ^ 

tang.<t 

E l’altro angolo acuto B, che gli è opposto, si ot- 
terrà nel seguente modo 

sen.BC:sen.AC;; fì-.sen.B (io 3 ); e scn.B = — -■ 

sema 

La specie di un tal angolo non sarà dubbia , 
sebbene espressa dal seno ; poiché è la slessa di 
quella del lato AC , che gli è opposto (108) . 
Cascv III. 

E dandosi l’ ipotenusa BC (a) , ed un degli an- 
goli obbliqui B 5 per avere il lato AC (b) opposto 
a quest’ angolo , si dovrà fare 
R:sen.B;:sen.BC:sen.AC (io 3 )$ e senA=scn.a.sen.B 
Kè la specie di questo lato sarà dubbia (108) . 

L’ altro lato AB (c) adjacenle all’ angolo B si 
avrà poi facendo. 

B:cos.Bi;tan.BC:tan.AB(i io); e lang.c=cos.B.tan.a 
Finalmente il rimanente angolo C si otterrà per 
mezzo della seguente analogia 
Ricos.BC I tan.B:cot.C (112)5 e cot.C=cos.a.tan.B 
Caso iv. 

Che se diasi un lato AC ( [b ) , e 1 ’ angolo C che 
gli è adjacenle. Si avrà l’ ipotenusa BC (a), col fare 

cos.C:R ; ; tang. AC:taug.BC (1 io): e tang.a= ? -- n - S ’f - 

cos.C 

L altro cateto AB (c); si avrà nel seguente modo 
R:sen. AC ;; tan.C:tan. AB(i 07); c tan.c=tan.C.seu.£ 
Finalmente per aver il rimanente angolo B , si 
dovrà dire 

* 
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R,cos.C:;cos.AC:cos.B (io5)*, e cos.B=cos.C.cos.fr 
Caso v. 

Se poi diansi il lato AC (fr), e l'angolo B che gli 
sta opposto . L’ ipotenusa BC (a) si avrà col fare 

sen.fr 

sen.B:sen.ACi: R-.sen.BC (io3); e sen.a = 5 - 

v " scn.o 

L' altro cateto AB (c) si avrà dalla proporzione 

tang.fr. 

lang.B-.R : ! tang. ACisen. AB (107) ; e sen.c= ta ^ ^ 

Et! il rimanente angolo C si otterrà facendo 
eos.AC;R::cos.B;cos.C (io5); e cos.C=cos.B.cos.fr 
Questo caso è dubbio $, poiché è chiaro che se 
si prolunghino i lati BC , BA del proposto trian- 
golo sferico , finché s’ incontrino in D ; 1’ angolo 
B sarà uguale all’altro D ( 71 ) ; e quindi gli stessi 
dati si apparterranno si al triangolo sferico BAC, 
che all’altro DAC . Laonde non si potrà mai ve- 
nire in cognizione se l’ ipotenusa del triangolo che 
si risolve sia 1’ arco BC minore di un quadrante, 
o pur 1’ altro DC, che n’ è il supplemento : e si- 
milmente non potrà determinarsi , se l’ altro lato, 
e 1’ angolo ignoti sieno BA, e BCA, o pure i loro 
supplementi rispettivi DA e DCA, a meno che le 
circostanze della quistione non levino l’ incertezza. 
Caso vi. 

Finalmente se sien dati gli .altri due angoli B , 
C. Si avrà 1’ ipotcnusa BC (a), nel seguente modo 

tang.B:cot.C;:R:cos.BC ( 1 x 2 ) ; e co s.a= . cnl '*~\ 

tang.B 

Ed un de’ cateti AB (c) si rinverrà facendo 

cos.Bxos.C li R:cos.AB fio5) ; e cos.AB = ■ ° ^ 

cos.B 
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SCOLIO 


01 ALCUNI TRIANGOLI SFERICI , LA CUI RISOLUZIONE 
DIFENDE DA QUELLA DB’ TRIANGOLI RETTANGOLI . 

PROPOSIZIONE XXII. 


PROBLEMA. 

i 16 . Risolvere un triangolo sferico , in cui un 
de' lati sia di go° . 

Sia ABC un tal triangolo sferico (fgn'j) , e BC 
il suo lato di 90° . E poiché descritto il triangolo 
suppl cruenta le DFE , 1 ’ angolo F deve aneli" essere 
di 90° (77) ; perciò questo triangolo supplemeuta- 
le sarà rettangolo . Laonde se i dati nel triango- 
lo BAC si trasportino convenevolmente nel trian- 
golo DFE , e che poi questo si risolva , st sarà 
anche risoluto 1 ’ altro BAC . 

PROPOSIZIONE XXIIL 
problema . 


\ 


X 


1 1 7. Risolvere un triangolo sferico isoscele . 

Abbia il triangolo sferico BAC (fig. 19)! lati BA, 
AC uguali , e dal vertice A si conduca al punto 
medio D del lato opposto BC 1 ’ arco di cerchio 
massimo AD , il quale dividerà il triangolo BAC 
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in due triangoli rettangoli (90) ; ed è chiaro , 
die la risoluzione del triangolo BAC si ridurrà 
a quella di uno di questi triangoli rettangoli . 

PROPOSIZIONE XXIV. 
problema. 

1 18. Risolvere il triangolo sferico BAC, in cui due 
lati AB , AC sieno supplementi l'uno dell' altro * 

Si prolunghino i lati AB , e BC , finché s’ in- 
contrino in D ; sarà AD uguale ad AC . E quindi 
il triangolo CAD, essendo isoscele, si potrà risol- 
vere come nel Probi, prec. Ma i triangoli BAC , 
ADC sono in modo connessi, che dalle parti dell’ 
Un triangolo sono sempre determinabili quelle dell’ 
altro; giacché i lati AB, e BC dell'uno sono supple- 
menti de’ lati AD, DC dell’ altro , il lato AC è co- 
mune, gli angoli in B, e D sono uguali, e gli an- 
goli BAC , BCA sono supplementi degli angoli 
DAC , DCA . Adunque la risoluzione del trian- 
golo BAC dipende da quella del triangolo isoscele 
ADC . 

119. Scol. È facile il vedere, che nel triangolo 
jproposto ABC debba esser anche 1’ angolo ABC 
supplemento dell’angolo BCA. Poiché essendo ACB 
supplemento di ACD , lo sarà anche dell’ angolo 
in D (83) ; e quindi dell’ altro in B eh’ è uguale 
quello in D (72) . 
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Risoluzione de’ triangoli sferici obbliquangoli. 
PROPOSIZIONE XXV. 
problema: 

130 . In un triangolo sferico obbliqu angolo , date 
tre delle sue parti j determinare le rimanenti . 

Caso i. 

* 

Sien dati in primo luogo (fig. 20) i tre lati BC, 
CÀ , AB , ( a , b , c ) , e si cerchino gli angoli 
A, B, C 

I/equaz. cos.a:=:cos.Z>.cos.c-{-sen.A,sen.c.cos.A (97) 

cos.a — cos. ò. cos. e 

dara cos.A = — 

seu.o.sen.c 

Ondo si avrà il coseno dell’ angolo A ; e quindi 
quest’ angolo . E similmente si determineranno gli 
altri . Ed è chiaro che in questo caso non vi re- 
sti dubbio sulla specie di ciascuno' degli angoli r 
jioichè essendo essi esibiti da’ coseni 5 la specie 
loro resterà fissata dal segno di questi (18) . E 
lo stesso può dirsi de’ tre seguenti casi 

Caso 11. 

In secondo luogo si sappiano i tre angoli A, B, 
C, e si cerchino i Iati BC , CA , AB , (a , b , c) 
Si avrà il iato BC (a) , per mezzo dell’ equazione 
cos. A=sen.B.sen.C. cos.a — cos.B.cos.C (100), 
dalla quale se ne ricava 

cos. A -{-cos.B.cos.C 

cos.a = 

sen.rJ.sen.C 
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b per mezzo delle corrispondenti equazioni si de- 
termineranno gli altri due lati AB , AC (C , c ) . 
Caso ih. 

Che se diensi due lati AC , AB ( b , c ) , e 
1 ’ angolo A da essi compreso ; si determinerà il 
terzo lato BC (a) , per mezzo dell’ equazione 

cos. a~cos.b.cos, c-j-senA.scn.c.cos. A 

Ed il triangolo si terminerà di risolvere come nel 
Caso' 1. E se vogliansi ottenere i rimanenti angoli 
B , C senza prima determinare il lato BC (e) , si 
adopreranno le due seguenti equazioni 
, „ , sen.c 

cot. B = cot.C. cos.c.cot.A (oSI 

sen.A vy ' 


cot.C - "h ■ cot.c. 


sen.C. 


cos.c.cot.A (g 8 ) 


sen.A 
Caso iv. 

E dandosi due angoli B, C , ed il lato BC (a), 
che gli è adjacente . Si avrà il terzo angolo A , 
per mezzo dell’ equazione 

cos.A=sen.B.sen.C.cos.a — cos.B.cos.C (ioo) 

E le rimanenti parti del triangolo si otterranno 
cerne nel Caso ir. Che se queste vogliansi indi- 
pendentemente dall’ angolo A , bisognerà cercarlo 
nel seguente modo 

scn.C 

-f- cos.C.cot.a (101) 


cot.C = cot.B. 
cot.c = cot.C. 


Isen.a 

sen.B 


-f- cos.B.cot.a (101) 


sen.a 

( Caso v. 

In quinto luogo le parti date del triangolo sie- 
no i due lati AC , AB ( C , c ) , e 1 ’ angolo B 
opposto ad un di essi , Per aver 1 ’ angolo C, chq 
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sla opposto all' altro lato , bisognerà fare 

a p a ti T ti spn,B,spn.(j 

sen.AC:sen.AB"sen.B:sen.C(Q 5 y,seuC:=: 

seri, b 

A 

E chiaro , che in questo caso la specie deli’ 
g Io C sarà dubbia : un tal angolo C sarà però 
sempre maggiore dell’altro B, nel caso che si sappia 
che il lato c sia maggiore di b ; ed al contrario . 

Il lato CB si avrà pareggiando tra loro i due 
valori di col. A , che si sono ottenuti nel n°. 98 , m 
e determinando per mezzo di quest’ equazione il 
valore di cot.a . 

Finalmente il rimanente angolo A o si deter- 
minerà per mezzo del n°. 95 , o pure se si voglia 
Indipendentemente dal lato BC (a), bisognerà cer- 
carlo maneggiando 1' equazione che risulta dal pa- 
reggiamento de’ valori di cot.a , de’ quali uno se 
ne trova espresso al n°. 101 , e 1’ altro è facile a 
rilevarsi in vista di quello . 

Caso vi. 

Sien dati finalmente due angoli B , C, e ’I lato 
AC ( b ) opposto ad un di essi . Per avere il lato 
AB (c) opposto all’ altro , si faccia 

„ . t \ sen.i.sen.G 

sen.Bisen.C;: sen.AC:sen.AB(9i);sen.e= — ^ j, — 


Ed il terzo angolo A , ed il Iato BC (c) , che 
gli è opposto , si potranno determinare come nel 
Caso precedente . Le parti del triangolo diman- 
date in ques to caso , sono dubbie , come nel pre- 
cedente . 

Adunque si è soddisfallo a quello che dìman- 
_ davasi in questo Problema. C. B. F* 
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REGOLE NEPERIANE , E LORO USI . 

121. Siccome il calcolo per la risoluzione de’ tri- 
angoli, come già altra volta fu indicato, vien gran- 
demente a semplificarsi per mezzo del canone lo- 
garitmico , sicché questo , e non già il canone na- 
turale si adopra negli usi pratici ; perciò 1 ’ insigne 
inventore de’ logaritmi Nepero adattò le regole 
della risoluzione de’ triangoli sì rettilinei , che 
sferici al canone logaritmico , e non già al linea- 
re . Intanto siccome sì per la risoluzione de’ tri- 
angoli rettilinei , che per quella degli sferici ret- 
tangoli, la parte cercata si ottiene con un sempli- 
ce quarto proporzionale dopo tre parti date , o 
le quantità trigonometriche, che le esprimono, co- 
me si è già veduto ne’ num. 5a , e n5 , cosi è 
molto facile di passar da esse al calcolo logarit- 
mico ; poiché non deve farsi altro , che prende- 
re la somma de’ logaritmi de’ due termini medy 
della proporzione, e sottrarne quello del primo, 
per ottenersi il logaritmo dèi termine cercato ; 
donde poi facilmente questo se ne deduce, per mez- 
zo delle ordinarie Tavole : ed è perciò che olti-e 
Je regole date ne’ citati numeri , non occorre che 
altro se ne dica per 1 ’ applicazione de’ logaritmi 
ad esse . Non è però così delle regole delle quali 
ci siamo serviti per la risoluzione de’ triangoli sfe- 
rici obbliquangoli . Imperciocché venendo esse e— 
s2>rcsse da alcune forinole analitiche composte I® 
maggior parte di più termini , con difficoltà vi si 
potrebbe applicare il calcolo logaritmico, senza pri *- 
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ma ridurle ad una forma più convenevole . E sic- 
come una tal riduzione ci riconduce ad espressioni 
algebriche analoghe alle regole Neperiane per la 
risoluzione di questi triangoli , o facili a dedursi 
da esse } abbiam creduto perciò conveniente di 
esibire anche noi le suddétte forinole ridotte in 
forma logaritmica . In tal modo non solamente 
riesci rà più agevole, e meno lungo il servirsene in 
pratica 5 ma anche in alcuni casi resteranno tolte 
quelle difficoltà , che , per la forma dell’ espres- 
sione algebrica , potrebbero nascere ne’ giovani 
non ancora versati nell' applicazione dell' Algebra 
alla Geometria, nel distinguere le diverse soluzio- 
ni di un Problema dal segno del valore dell’ in- 
cognita , e nel conoscere quali valori sono di nes- 
sun conto , o quali debbonsi rigettare perchè im- 
possibili . A quest’ oggetto son destinate le se- 
guenti quattro regole . 

Lemma . 

ìaa. È positivo il coseno della metà di due angoli 
di un triangolo sferico meno il terzo : ed è nega~ 
tivo V altro della metà de' tre angoli presi insiem e. 

P. 1. Sieno A, JJ, C gli angoli di un trian- 
golo sferico j i lati del suo supplementale saranno 
i8o° — A , 180° — B, 180 — C (79), ed un di essi 
180 0 — A sarà minore di 36 o — B — C,ch’è la som- 
ma degli altri due (75), cioè B-J-C — A < 180°, 
ed y(B+C — A) < 90°; che perciò il segno del co- 
seno di quest’ arco sarà positivo (18) . 

P. 2. Poiché ~-(A-f-B-f-C) è sempre tra i 180° * 
pd i 270° (80) ; è chiaro che il suo coseno debba 
esser negativo (18) . 
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Regola I. 

123 . Dalla somma della base , e di un lato di un 
triangolo sferico se ne tolga V altro ; e poi da' lo- 
garitmi de' seni della metà di queste due differen- 
ze se ne tolgano i logaritmi de' seni di que ' lati ; 
si avrà il logaritmo del seno della metà dell' an- 
golo da essi compreso . 

Dinoti A un tal angolo , b , c sieno i lati che 
lo comprendono , ed a la base del triangolo sfe- 
rico proposto . 

Nell’ espiazione 

asen. 2 ~h.z=i — cos.A (N- 4 ) 

. cos.a — cos.b.cos.cS 

6i ponga per cos.A il suo valore ; -* 

r A sen.b.sen.c 

( 97 ) 1 e P°* s * riduca 5 ne risulterà , 

„ . . cos.b.cos.c+sen.b.sen.c — cos.a 

2sen. s 4 A = — 

sen.b.sen.c 

COS.(fe c) 'Cos.a 

sen.b.sen.c 

2sen.-(a-|-b — c)X s en — *0 

sen.b.sen.c 

(N.i n°.IV): e dividendo per s, e poi passando da* 

A 

tiumeri a 1 logaritmi sarà 2].sen*— = i 

0 2 


l.scn. 


a-j-b- 


-f-l.sen. 


a-\-c — b 


-l.sen.b — l.sen.c 


2 ’ 2 

1 24. Scol. Per mezzo di questa regola resta in pra- 
tica determinato agevolmente un qualunque* ango- 
lo di un triangolo sferico da’ suoi lati . Ed è chia- 
ro , che nessun duhbio possa insorgere sulla spe- 
cie di tal angolo , quantunque la sua metà sia esi-. 
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fcita dal seno ; poiché questa deve necessariamen- 
te esser minore di 90° (72) . 

Regola II. ' 


12.5. Al logaritmo del coseno della metà della 
somma de' tre angoli di un triangolo sferico si ag- 
giunga quello del coseno della metà di due di essi 
meno V altro , e poi se ne tolgano i logaritmi de * 
seni di que' due stessi ; s'otterrà il logaritmo del seno 
della metà del lato che sottende il terzo angolo , 
Nell’ equazione 

asen 2 ~a = 1 — cos.a (N. 4 ) , 

. . cos. A-J-cos.B.cos.C 

Si sostituisca — a cos.a (100); Sara 

sen.B.sen.C v 


asen. 2 |a = — 


cos. B. cos C — sen.B.sen.C-{-cos. A 
sen.B.sen.C 
cos.(B-|-C)-j-cos A 
sen.B.sen.C 


2cos.-j-(A-j-B-|-C) X cos.y(B-f-C — A)j 
sen.B.sen.C 


N.i.n°.m), e dividendo anche per 2, e poi passando 
da’ numeri a’ logaritmi , col cambiar da — in + il 

a 

segno di — cos.~(A-f-B-fC) (122); sarà 2l.sen.-=r 


A-f-B-j-C 1?-|-C,- 

l.cos. hi. cos. 

.* 1 o 


— I.sen.B — l.sen.C 


126. Scol. E per mezzo di questa a. regola ò 
chiaro, che si saprà il seno della metà di un lato 
da’ tre angoli del triangolo; nè potrà esservi dub- 
bio sulla specie di questa metà, dovendo essa es- 
ser sempre minore di 90° (7 4) • 


1 


Digitized by Google 



5 8 


Eie me su 
Regola III. 


xiy.Al logaritmo della cotangente della metà di 
un angolo vi si aggiunga il logaritmo del coseno 
della semidifferenza de' lati, che gli sono adjacenti , 
e se ne tolga quello del coseno della semisomma 
di questi , si avrà il Logaritmo della tangente del- 
la semisomma de' rimanenti angoli . 

E si sarebbe avuto il logaritmo della semi- 

differenza di questi angoli stessi , se a' logaritmi 

de' coseni di quelle quantità si fossero sostituiti 

ì logaritmi de' seni di esse . 

AT . TJ cos.b — cos.a.cos.c 

Nell equazione cos.B.sen.a = ■ 

sen.c 

si sostituisca 1’ equivalente di cos.a (95) , e poi 
casa si riduca , col porvisi 1 — sen. 2 c per cos.c 2 , 
si avrà 


cos.B.sen.a m cos.b. sen.c — cos. A.sen.à.cos.c 
£ similmente si potrebbe ottener l’altra equazione 
cos.C. sen.a = cos.c.sen.à — cos.A.sen.c.cos.6 
Se pur questa non si voglia ricavar dalla prece- 
dente con una semplice permutazione di lettere , 
come suol farsi . E sommando queste due equa- 
zioni , e poi riducendo , col sostituire sen.(à-J-c) 
a sen.è.cos.c-j-cos.£>. sen.c , si avrà 
sen.a. (cos.B-f-cos.C) = (1 — cos.A)sen.(è-j-c) ....M 

sen.A.sen c. 


Or sen.B= 


sen. A.sen.6 


sen.a 


e sen.C= 


sen.a 


adunque sarà 

sen.a.(seu.B-j-sen.C) = sen.A.(sen.à-f-sen.c) 
scn.a.(sen.B — sen.C) = sen.A.(sen.à — sen.c) 
Quindi se ciascuna di queste due equazioni si di- 
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vida per 1 ’ altra M , ne risulteranno le altre due 


sen.B-f-sen.C 
cos.B-bcos G 
sen.B — sen.C 


sen . A 
1 — cos A 
sen. A 


sen.fr-|-sen c 
sen.(Z>-j-c) 
sen. b — sen.c 


cos.B^j-cos.C 1 — cos. A sen.(6-}-c) 

Ma il primo membro della prima equazione pa- 
reggia tang.y'B-j-G) , ed il primo della seconda é 
uguale a taug.*(B — C) (N.i. n°.V , e VI) ; c d i se- 
condi membri di esse sono uguali rispettivamente 4 

_ . cos.i-'A — c) sen.-^fa — h) 

cot.;-A x ,T— -, cd a cobi Ax 77 - ' 

(N.2, e 3 ) . Dunque sarà 

ta„ s .i(B + C) = col.;- A X 

^ . r 4 v. scn 5 ^—°) 


tang i(B — C) = cot.-yA X 


sen.-i-(A+c) 


E passando da numeri a 1 logaritmi, sarà 

. B-f-C , A b—c b+c 

l.tang. =l.cot. bl.cos. l.cos. — ! — 

2 2.2 2 


B— G 


=l.cot. j-l.sen- 


— l.scn. 


Le quali equazioni sono quelle della presente regola. 

128. Scol. Con queste due equazioni , ritrovando 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro , clic si 
abbia la tangente della semisomma , e della serni- 
di decenza di due angoli di un triangolo sferico , e 
quindi tali angoli, quando sia dato il terzo angolo, 
ed i lati clic lo comprendono . E per mezzo di 
ciascuna di esse si potrebbe anclie avere un an- 
golo, .dati i lati che lo comprendono, e la somma, 
o la differenza degli altri due angoli ; poiché è 
manifesto, che in tal caso resta determinalo l.cot.y-A. 
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Regola IV, 

129. Al logaritmo della tangente della metà di 
Un lato di un triangolo sferico , vi si aggiungq il 
logaritmo del coseno della semidifferenza degli an- 
goli ad esso adjaccnti , e poi se ne tolga quello 
del coseno delta semisomma di questi ; si otterrà il 
logaritmo della tangente della semisommu degli 
altri due lati . 

E si avrà il logaritmo della tangente della 
semidifferenza di tali due lati , se ai logaritmi 
de' coseni di quelle quantità , vi si sostituiscano i 
logaritmi de' seni di esse , 

Dinotinsi con A', B' , C' gli angoli del trian-, 
golo supplementale del proposto , e per a’ , //, c 
j lati opposti ad essi 5 avrau luogo tra le parti dì 
questo triangolo le seguenti due equazioni (127), 

tang i(C'+B') = C01.-JA' X 

tang i(C — B) = cot.-iA X ~ T b, - 

° * sen, j(c -J-£) 

le quali colla sostituzione di 180 0 — b , 180 ° — c j 
l8o° — a , 180 0 — B , 180 0 — C in luogo di B , G ^ 
A , b , c , si riducono alle altre due 

cos.i(B — C) 

tang. T (Z>+c) = tang.-a X — r^pc) 


tang.i(/) — c) 


, seni(B— C) 


E passando in ciascuna di queste due ultime equa- 
zioni da’ numeri a’ logaritmi, si avrà 


1 tan: 


£-|-c 


B— C 


= 1 tang. l-l.cos. 

2 0 2 3 


1 B+C 

-‘■cos. 
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b — c , a , . B— C B4-C 

= J.taug.. plsen. J.scn. — 

2 2 2 2 

eh’ è quanto nella presente regola si è enuncialo a 

130. Scoi, Laonde , per mezzo di questa regola, si 
potranno rinvenire i logaritmi della metà della 
somma , e della metà della differenza de’ due lati 
di un triangolo sferico , se pur sicn dati il terzo 
lato , e gli angoli adjacenli ad esso : donde è chia- 
ro , che tali lati appariranno ad un tratto . Ed è 
anche manifesto , che ciascuna di queste due ulti- 
me equazioni , ne offra un lato qualunque di un 
triangolo sferico, dall’ esser dati gli angoli ad esso 
adjacenti, e la semisomma o pur la semidifferenza 
degli altri due lati ; poiché con questi dati si far^ 
noto htang.^a , e quindi a 

CONCHIUS IONE 

« 

131. Dagli Scolj delle quattro precedenti regole si 
rileva , che per mezzo di esse restano facilmente 
e completamente risoluti i Casi I, II, III, IV. della 
Prop.25 : gli altri due V , VI , che comprendono 
i casi dubbj , per la prima loro parte non hanno 
bisogno di altra forinola di risoluzione, oltre quella 
che ne fu data al n°.i 2 i; per quella stessa ragione 
che fu indicala per gli triangoli rettilinei , e per gli 
triangoli sferici rettangoli al n°.i 2 o. Una voltà pe- 
rò , che siasi nel n°. V determinato 1’ angolo igno- 
to , eh’ è opposto all’ altro lato, c nel n°. VI il 
lato ignoto opposto all’ altro angolo dato , si po- 
trà ottenere il terzo angolo , ed il terzo lato, per 
mezzo delle formolo delle Regole III , c IV, nel-, 
le quali le ignote sono tang.yA, e tang.^a . 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

PROBLEMA. 

i3 ì.Dati i tre angoli piani che comprendono un. 
angolo solido ; determinare V inclinazione di que' 
piani ne' quali esistono due di essi angoli . 

* 

L’angolo solido proposto sia quello in O (ftg.'i 1 ), 
contenuto da’ tre angoli piani FOD, DOE, EOF; 
e si supponga descritta col centro O , e con qua- 
lunque raggio una sfera . E chiaro che 1’ angolo 
solido proposto resterà sotteso da uu triangolo 
sferico BAC nel quale sono, dati i'tre lati BA , 
33C , CA , perchè sono quegli archi che misurano 
ì corrispondenti angoli piani BOA , BOC , COA: 
c he perciò si potranno determinate gli angoli sfe- 
rici in A, B , C (ìaoc.i); e quindi si faranno an- 
che noti gli angoli d’ inclinazione scambievole de’ 
tre piani FOE , FOD , DOE . C.B.F. 

i33. Scol. Le due soluzioni che abbiamo date di 
questo stesso Problema importante in pratica, come 
altrove faremo vedere, (55,et3a) serviranno per era 
a far rilevare, come si possa spesse volte vantag- 
giosamente adoperare la Trigonometria sferica in 
■quistioni, clic possonsi anche risolvere coll’ altra 
Trigonometria . In fatti nel caso presente tutti i 
tre angoli d’ inclinazione restano ad un tratto , e 
per mezzo di una sola operazione esibiti ; mentre 
la Trigonometria Rettilinea non poteva esibirli 
che separatamente , e con piu operazioni . 


f 
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Queste note contengono alcune velila facili a 
dedursi da’ nura. 3 j , e 36 , e delle quali si ha 
bisogno nella dimostrazione delle Regole Neperiane 

Nota l . 


Se la somma degli archi <p , e S s' indichi per 

m , e per n la differenza loro , sarà 

m~\~n . ni — n , , T 

<t> ~ — , e 9 = — - — ( N. pag. 36. ); i quali 


2 2 
valori di <p , e 0 , se sostituiscansi nelle espressio- 
ni in cui si sviluppano sen.(<p-f-0) , sen.(<p — 9 ) , 
cos. (0+8) » cos. (tf > — 0 ) ( 33., e 36 ) daranno i valori 
corrispondenti a sen./» , sen.» , co s.rn , cos.» , 
dilla somma de’ quali due a due se ne dedurrà» 
no le seguenti quattro equazioni , cioè , 

I. sen./n-fsen.ra = 2sen.i(/ra-j-n)cos.-i(»2 — ») 
c li. sen.m — sen.» = 2 Cos.-j(/»-|-ra)sen.-j(>» — «) 

III. cos.wì+cos.» = acos -J-(/«-f-«)<'OS.|-(/M — n ) 

IV. cos./» — cos.» = 2 cos. '(/n-j-»)scn.-j(/n — n ) 
dalle quali , per mezzo della divisione, se ne rica- 
veranno le altre 

,7 sen./n-4-sen.» s P n , T 

v. s f, . . — 

cos.m-j-cos.» cos.-(in-j-n) 1 ' 

, rr sen.m — sen.» sen [ ('» — n') 

v l- : = *- tane -(m — n) 

cos.m+cos.» ^ cos.J (,» — n ) a 

E se la V equazione si divida per la VI, si avyà 

Yjj- sen./n-j-sen.» tang.y(m-j-n) 

Sen . ih — Sen.» tang v(m — ») 
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Nota II. 


Ed essendo sen.,2$>=2sen.4>.cos.$> ( 34 ) ; sarà , po- 

, m-\-n . .. (w-fre) 

Bendo invece di <p , sen.2 = 

2 a 

sen.(m-j-ra) = 2.sen.-|(;n-|-ra).«>s.-|(/n-|-ra). 
Laonde dividendo la prima, e la seconda equazio- 
ne della noia precedente per questa , e poi ridu- 
cendo , si avrà 

sen.rre-^sen.n cos.~(m — ») 

sen (m-f-n) cos.-j(m-{-re) 

sen.m — sen.» cos.-ì(/n — n ) 

sen.(/n-J-«) sen.^w-j-") 

Nota III. 


Or dinotando per ~<f> un qualunque arco , é 
sen.<p == a.sen.-yip.cos.-^ (34) 

cos.p = cos, 8 — — sen. 3 -j$> (36) 

Ed è poi il raggio i=sen. 3 -y<p+cos. 2 |-0> ; e perciò 
1 — cos.$> = 2 .sen, 3 £ip , 
ì-j-cos.^» = a.cos. 3 ~<p 

Adunque sarà 

sen.<f> 2.sen.4<p.cosi<l) sen.ì<f> 

= »" = y- = 

1 COS.Ip 2.C0S .*— <P COS.-^> 

sen.^ 2.sen.|<p.cos.y<p sen.-yft 


l-J-cos.^> 


3 .cos. 2 i$> 


cos. 




= tang.~*$ 


FINE*. 
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